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Zastosowania 
funkcji kwadratowej 


Jeśli pominie się opór powietrza, można przyjąć, że tor lotu piłki rzuconej pod 
em ostrym do poziomu lub wystrzelonego pod takim kątem pocisku jest 
пепіет paraboli (kolor niebie na rysunku). Jednak ze względu na opór 
powietrza tor ten ma kształt krzywej balistycznej (na rysunku zaznaczona 
kolorem czerwonym). 


1.1. Równania kwadratowe — powtórzenie 


Równanie kwadratowe może mieć dwa pierwiastki, jeden pierwiastek lub może 
nie mieć pierwiastków. 


Twierdzenie 


Rozważmy równanie kwadratowe az2 + br + c = 0 oraz jego wyróżnik 
А = 0? — 4ac. 
1. Jeśli A > 0, to równanie ma dwa pierwiastki: 
Bes — =b+vV/A 
==, I | = =S 
2. Jeśli A = 0, to równanie ma jeden pierwiastek podwójny: 


b 
zo = —x 


3. Jeśli A < 0, to równanie nie ma pierwiastków. 


= = 


Рггукіаа 1 
a) Rozwiąż równanie 


9r +9 = 0. 
Obliczamy wyróżnik równania kwadratowego. 
А = b? — 4ac = (—9)2 — 4 - 2 - 9 = 81 — 72 = 9 > 0, więc równanie ma dwa 
pierwiastki. VÀ = /9 = 3 
-b-VA _ 9-3 _ 3 = Ar _ 9+3 =3 


= ШЕ Ж Le 2a 4 


32-1=0. 


b) Rozwiąż równanie 
А = 02 — dac = 32 — 4 - 3- (—1) = 9 + 12 = 21 > 0, więc równanie ma dwa 
pierwiastki. YA = /21 


-VA _ -3-VHH „ _ DAVA _ -3+V21 
OJCU WIESZ Wór Ж 


ш = 


с) Rozwiąż równanie ża? — 62 + 4 = 0. 
Д = 2 – dac=(-6)? —4-3.4=36—36=0 
А = 0, więc równanie ma jeden pierwiastek podwójny: 


& e=. =Ë S. = 
ЯТ лы оз 


A < 0, więc równanie nie ma pierwiastków. 
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Ćwiczenie 1 

Rozwiąż równanie. 

а) 22 +3r — 18 = 0 d) 42 — 122 +9 = 0 g) 212 —5r+4=0 
b) 222 +3=-2= 0 е) 22 +32-2= 0 h) 322 — 2r-3=0 
с) Sei —1lr+2=0 f) Q”+4r-1=0 1) «*—3V2Żx+4=0 


Aby rozwiązać równanie kwadratowe postaci ат? + ba = 0, jego lewą stronę 
rozkładamy na czynniki. 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie —3x* + 48a = 0. 
R РЕ SE Iloczyn czynników jest 
3z(z — 16) = 0 równy zero, gdy któryś 
z=0 lub r-16=0 z nich jest równy zero. 
Pierwiastkami równania są liczby 0 i 16. 
Ćwiczenie 2 
Rozwiąż równanie. 
a) 222 — 6r = 0 с) Зх + 4a? e) 5a 
0 d) —iz—6z2 = 0 f) š 


Niektóre równania kwadratowe mozemy rozwiazaé, korzystajac ze wzoru na 
różnicę kwadratów, kwadrat sumy lub kwadrat róż 


Przykład 3 
a) Rozwiąż równanie 16r? — 1 = 0. 
Korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów: a? — b? = (a — b)(a + b). 

(dr — Us +1) =0 

4r—1=0 lub 4r+1=0 

4r=1 lub 41 =—1 
Zatem równanie ma dwa pierwiastki: —4 i 1. 
b) Rozwiąż równanie 41? + 42 + 1 = 0. 
Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy: а? + 2ab + b? = (a + b)’. 

(21 +1) =0 
21+1=0 
2r=—1 

Równanie ma jeden pierwiastek: z = —1. 


1.1. Równania kwadratowe — powtórzenie 


11 an 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż równanie, korzystając ze wzorów skróconego mnożenia. 

a) da? —25=0 с) z? + 14r +49=0 e) 25+ 2? = 102 

b) 1-3a*=0 d) 9x* +6: +1=0 f) 422 +15 = 20z — 10 


Przypomnijmy, że postać у = a(x — mi)(z — 12), gdzie a # 0, nazywamy 
postacią iloczynową funkcji kwadratowej. 
Wyrażenia z — z, i 1 — тә nazywamy czynnikami liniowymi. 


Liczby тү i £ występujące w postaci iloczynowej są miejscami zerowymi (pier- 
wiastkami) trójmianu kwadratowego у = a(z—z)(z—zə). czyli pierwiastkami 
równania a(x — x)(x — £2) = 0. 


Dany jest trójmian kwadratowy y = ат? + br + c. 

= Jeśli A > 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej 

y = a(z — x)(x — т»), gdzie т, £2 są pierwiastkami tego trójmianu. 

= Jeśli A = 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej 

y = a(x — 20)”, gdzie zo jest pierwiastkiem podwójnym tego trójmianu. 
"= Jeśli A < 0, to trójmianu nie można przedstawić w postaci iloczynowej 
(nie można go rozłożyć na czynniki liniowe). 


Przykład 4 
Przedstaw trójmian kwadratowy y = 222 — z — 3 w postaci iloczynowej, jeśli 
to możliwe. 


Obliczamy wyróżnik: 


А = — 4ac=(-1)2—4-2-(-3) =1+24 = 25 > 0, więc trójmian ma dwa 
pierwiastki. YA = V25=5 
= 20-УА _ 1-5 _ 4 у= ЕМЕ Аны. e 
2а 4 2а 4 2 
Postać iloczynowa trójmianu: у = 2(z + 1) (z — 3). 


Ćwiczenie 4 

Wyznacz pierwiastki trójmianu kwadratowego i przedstaw go (jeśli to moż- 
liwe) w postaci iloczynowej. 

а) у= ба?+х—1 d) у= ai äs A g) у= —9z2 +1 

b) у= 212 —5r+2 e) у= 12+ у= 4 h) у= —122— 3r 

с) у= 22 + 1002-1 f) у= –3а? +20 +2 i) у= 412 42+2 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Zadania 


b 


Oblicz wyróżnik równania kwadratowego i określ liczbę jego pierwiastków. 
a) 13 Artis 4) 42? +202 +25 = 0 g) Sai +32 = 0 
b) 5z? +3x—2=0 е) бх? — h) 5z2—9=0 
с) –322+22+9=0 f) A i) 32+1=0 


Rozwiąż równanie. 
a) z? —6c—7=0 
b) 222 +7:—4=0 
с) 4x +5r+1=0 f) —6?+т+1=0 


g) 2522 + 5z — 6 = 0 
h) 222 — Gr +9 = 0 
sz+1=0 


Rozwiąż równanie. 

a) 1*+1=5—2a* d)(żr-1)(żr+1)=2 g) (1-z)2=1 
b) 3(x* +1) =5 е) (5+1)?=(1-2x)? h) (3: +1)? =9 
с) (z—1)2=-—2r f) (32-2)? = (22+ 3) i) (22-1) =4 


Rozwiąż równanie. 


1-22 _ 12-1 A («+2)9 a (z+3)2 (+1)? _ (2+4)2 _ 
a) SE c) s 2= а е) — а а> 1 

2-2 _ (2-2) _ (2+3)2 _ „2, (244)? (asi _ z? _ 3-2 
b) = ç 50 d) sait = SE 


Liczby тү i тә są miejscami zerowymi funkcji f. Oblicz |z, — 25|. 
a) Да) = (z +3)(z — 1) с) Да) = (z +2 — V5)(r +2+ v5) 
b) f(z) = 4z(z — VB) а) (z) = (z Lille +) 


Wyznacz argumenty, dla których funkcja f przyjmuje wartość równą p. 
a) f(z) =z2 + 4 — 13, p= с) f(x) = —4z2 + 24a, p= 9 
b) f(x)=3x*+11x—6, p=-2 4) f(z)=}x?+4r, p=—3 


Wyznacz argumenty, dla których funkcje f i g przyjmują równe wartości. 
a) f(x) = 12 +12, g(z) = а? + Па el f(x) = (2x — 1)°, g(x) = Ar — 2 
b) f(x) = za? — z, g(z) = 32°- ja d) f(x) = (3242), g(z) = (x-4)? 
Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe. 

ajy=as?+2r—24  djy=-a?+ldr—49 
b)y=2r—1lr+15 е) у= —4r2 – 122-9 
с) у= 112 -21-3 f) у= –322 +22+1 i) y=da* —5r +4 


1.1. Równania kwadratowe — powtórzenie 


— 


1.2. Nierówności kwadratowe — 
powtórzenie 


Przykład 1 

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji 
kwadratowej /(т) = 122 — . Jej miejscami 
zerowymi są liczby —1 i 3. 


Z wykresu moien 
wiednich nierównoś 


odczy 


ać rozwiązania odpo- 


‚р: 
— Ia — 3 > 0 dla z € (—оо;—1) U (3;00), 
— ża — 3 < 0 dla z € (—1;3). 


т 


H 
1 
e 


Ćwiczenie 1 

sunku obok przedstawiono wykresy funkcji 
1a? + ża + 2i (т) = 22 — 6r +8. 

z tych wykresów, podaj rozwiąza- 
nie nierówności. 

2 +50 +2> 0 с) 13 —6r+8>0 
2 +31 +2<0 а) 13 —6r +8 <0 


Przykład 2 

Rozwiąż nierówność 3a? — Ae — 15 < 0. 

Zaczynamy od rozwiązania równania 322 — 42 — 15 = 0. 

А =b — dac = (—4)? —4-3-(—15) = 16 + 180 = 196, VA = V196 = 14 


Pierwiastkami równania są liczby: 


— -db+VB _ 4+14 _ 
da WGA 


Szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych do góry (współczynnik przy 
a? jest dodatni), przechodzącą przez punkty 3 na osi OX. 


Ze szkicu wykresu odczytujemy: N Z 
: 4a — 15 < 0 dla z € (—5;3) 


Rozwiązywanie nierówności kwadratowej składa się z kolejnych etapów: 
= rozwiązanie odpowiedniego równania, 

= naszkicowanie odpowiedniej paraboli, 

= odczytanie z rysunku rozwiązania nierówności. 
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1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Przykład 3 

Rozwiąż nierówność —2a* + 7x — 4 < 0. 

Rozwiązujemy równanie —2a? + 7x — 4 = 0. 

As — 4ac = 72 —4.(—2)-(—4)=49—32=17, VA = VIT 

Pierwiastkami równania są liczb, 
= ba _ Vf _ VIT EEN _ VIT _ тут 


а= = r = 


2а -4 4 2a -4 4 


Szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych w dół (współczynnik przy 22 
jest ujemny), przechodzącą przez punkty T/E į 1477 na osi OX. 

Ze szkicu wykresu odczytujemy: 

-21? + Te — 4 < 0 dla z € Les = 


VIT rt X 
+ + 


Zauważ, że zamiast nierówności —2x* + 72 — 4 < 0 możemy rozwiązać równo- 
ważną nierówność 212 — 7x + 4 > 0. 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż nierówność. 


a) z? +5r < 0 с) 2a? +7x—4>0 ба? – 20-120 
b) An +z < 0 d) Auf + 11r — 6 > 0 —3r+3<0 
Przyklad 4 

Rozwiąż nierówność 922 — 122 + 4 > 0. 


12r +4=0. 
А =b — dac = (—12)? —4-9-4=144—144=0 


Równanie ma jeden pierwiastek: то = ER 
Szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych do góry. 


Jedyny punkt wspólny paraboli z osią OX to (5,0). 


Rozwiązujemy równanie 922 


so 


Odczytujemy rozwiązanie nierówności: 
912 — 12r +4> 0 dla z € ( 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż nierówność. 

a) 9a? — 12r+4>0 b) 9a? —12r+4<0 с) 9a? — 12r+4<0 
Ćwiczenie 4 

Czy nierówność jest spełniona przez każdą liczbę + € R, czy jest sprzeczna? 
а) 42 +1>0 b) —-1*-2<0 с) 922 +4<0 


1.2. Nierówności kwadratowe — powtórzenie 15 mz 


— 


Zadania 


1. Rozwiaz nierównošé. 
a) 3a +2r—1<0 4)—-х°+4т+1>0 g)22+5r—5<0 
b) 222 +5:—3>0 e) –22+12+3<0 Һ) —1*+2x+7<0 
с) —45%+50—1<0 f) 527 —3r—1>0 i) 2°- }z-} <0 
2. Rozwiąż nierówność. 
a) —22 +6z—9<0 c) ja? +32+6>0 е) 2? –3у22+5>0 
b) 9a*—6r+1>0 d) j+ l1e+1<0 f) —V2z2+3z—3v2 > 0 
3. Rozwiąż nierówność. 
a) а? +2r>r+1 с) 322—2r+1<z е) 3r—a* <3- 312 
b) 5224 < 102-2022 d) —2z2 +5r > 1 f) —z(2— z) > 1 — z? 


4. Rozwiąż nierówn 
a) (2x +1)? + (z — 3)? < 10 
b) 3x — (1-2)? > (z — 2)(r + 2) 
с) (1-3)? — 7 < (2r— 1)? 

5. Wyznacz zbiory AN B i AN В. 
a) A=(rER:1*-4r4+1<0), B = (z € R : 3z — r? > 0) 
b) A=frER:1*+3r+1>0),B=(rER:x* —5r+4<0) 
c) A=frER:x*-4r—3>0), B=(rER:-a*+«x+12>0) 


6. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Wyznacz dziedzinę funkcji f(z) = /z(z — 4) + Vz. 
Dziedziną funkcji jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, dla których 
jej wzór ma sens. Wyrażenia pod pierwiastkami muszą być nieujemne, 
czyli muszą jednocześnie zachodzić nierówności: 

a(1—4)>0i r>0 
Pierwsza nierówność jest spełniona dla z € (—00;0) U (4; oc). 
Zatem dziedziną funkcji f jest zbiór Dy = (0) U (4; оо). 


Wyznacz dziedzinę funkcji f. 
a) f(z) = wäi — 2r —3+ үт c) f(z) = 12 26+ J/16—z2 
b) f(x) =v2x7+Tr-4-y1l-z d) f(z) = /322 + Tr — 6— ут — 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


1.3. Równania sprowadzalne 
do równań kwadratowych 


Równanie postaci az + bz? + c = 0, gdzie a,b,c € R oraz a # 0, nazywamy 
równaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiązać, wprowadzamy pomocniczą 
niewiadomą t = z? (gdzie t > 0). Zauw: 
otrzymujemy równanie kwadratowe аё? + bt + c = 0. 


że wówczas z! = (z2)2 = 12, zatem 


Przykład 1 
Rozwiąż równanie z! — 1022 + 9 = 0. 


Równanie możemy przedstawić w postaci ( — 1022 +9 = 0. Podstawiamy 
t = z2 (zakładamy, że t > 0) i otrzymujemy równanie kwadratowe: 
Ë — 104+9=0 
A=100—36=64, VA=8 
ti = £ =1>0, = 1048 =9>0 


Wracamy do niewiadomej т: 


1 lub 2 
z=-—1 lub т=1 lub а 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie r! + 8a? — 9 = 0. 


Podstawiamy £ = т? (zakładamy, że t > 0) i otrzymujemy równanie kwadra- 


towe: 


?+8£-9=0 
A=64+36=100, VA=10 
п 2010 =-9<0, „= ®Ы®—1>0 
Rozwiązanie t, odrzucamy jako sprzeczne z założeniem. 
Wracamy do niewiadomej z: т? = 1, r=-1 lub r=l. 
Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) zt — 522+6=0 c) r! +a?—12=0 е) Ant +7z2— 2 = 0 
b) zt +522 +6=0 d) z! — 4a? +4=0 f) gei —8a7—1=0 


Ćwiczenie 2 

Podaj liczbę rozwiązań równania. 

e) Zei +312 +5=0 
f) 9x1 — 1222 +4=0 


1.3. Równania sprowadzalne do równań kwadratowych 


W poniższych przykładach przedstawiono inne równania, które przy odpo- 
wiednim podstawieniu można sprowadzić do równań kwadratowych. 
Przykład 3 

Rozwiąż równanie z — 3/r + 2 = 0. 


Zakładamy, że z > 0. Podstawiamy t = үт (zakładamy, że t > 0) i otrzymu- 
jemy równanie kwadratowe: 


2 3t+2=0 
A=9-8=1, zatem ti =" =1>0, = 51 =2>0 

Wracamy do niewiadomej т: 

Vz=1 lub /z=2 Rozwiązanie zgodne 

т=1 lub r =4 z założeniem, że £ > 0. 
Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. 
a)r+yc-6=0 b) r+5Y0+6=0 с) 6r— /z—1=0 
Przykład 4 


Rozwiąż równanie 3x + 8V/z —2 — 9 = 0. 
Zakładamy, że x — 2 > 0, czyli x > 2. Równanie zapisujemy w postaci: 
Die -2)+6+8Yr-2-9=0 
Dia -2)+8Vr-2-3=0 


Podstawiamy t = Vz -2 (zakładamy, że t > 0) i otrzymujemy równanie 
kwadratowe: 


З +8£-3=0 
A=64+36= 100, VA=10 
ЕЕЕ ЕЕЕ 


Rozwiązanie t, odrzucamy, gdyż t z założenia nie może być ujemne. 
Wracamy do niewiadomej т: 


r Rozwiązanie zgodne 
2=25 z założeniem, że т > 2. 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż równanie. 


а) r-2yr-3=3 b)r-3Yz-1=1 с) МУт+1+26=2т 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 
а) si — 131? +36=0 а) x*+5a*+4=0 g) Ai — 1322 +3 = 0 
b) zt — 5r? + 36 = 0 е) –21+722—12=0 h) 9:1 +1722 -2= 0 
с) 21-1212 +36=0 f) =*+2у222+2=0 i) бт! – 502 +1=0 
2. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Równanie zŠ — 3x + 2 = 0 możemy rozwiązać, podstawiając t = A7 
(gdzie t € R). Otrzymujemy równanie kwadratowe: 
2 —3£+2=0 
age = %„ „#1 
A=9-8=1l, t= =l, а= 5 =2 


Wracamy do niewiadomej 


z? = 1 lub z? = 2, czyli z = 1 lub z = Y2 


Rozwiąż równanie. 
а) z6 — 9a* +8=0 с) 25 — Ta* — 8 = 0 e) zë — 15z! — 16 = 0 
Hai Bet d) 294412 —32=0 f) a*—4r'—24=0 


3. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


| Równanie 22 — 2|т| — 8 = 0 możemy rozwiązać, podstawiając £ = |a| 
(zakładamy, że t > 0). Otrzymujemy równanie kwadratowe: 
2 -2Ł-8=0 gł = |а =# 


A=4+32=36, VĀ=6 


Rozwiazanie t, odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem. 
Wracamy do niewiadomej z: 
|z| = 4, czyli r = —4 lub т 


Rozwiąż równanie. 
а) 22 — 4|z| +4 = 0 b) z? — 7|z| + 10 = 0 


4. Rozwiąż równanie. 


a) zęyf-12=0 Wär SNE с)бт+ут+1=—5 


5. Rozwiąż równanie. 


a) Va -3Vr=0 b) 22 +2Vr=3 с) Va—4V1+4=0 


1.3. Równania sprowadzalne do równań kwadratowych 


Warto powtór: 


Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej 


Przykład 1 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —1? + 4т — 1. 

Obliczamy współrzędne (£w, Yw) wierzchołka 

paraboli będącej wykresem funkcji f: 
Ge £ = 8 

Vw = fia) =—22+4:2-1=3 

Korzystamy z postaci kanonicznej funkcji 

kwadratowej у = a(r—z,.)*+yw. gdzie a Z 0, 

i otrzymujemy wzór funkcji f w postaci: 
f(a) =- -2+3 

Wykres funkcji f otrzymujemy przez prze- 

sunięcie paraboli y = —т? o wektor [2,3]. 

Przykład 2 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ja? + z — 2. 


Obliczamy współrzędne (£w, yw) wierzchołka paraboli będącej wykresem funk- 


cji f: 


Yu = f(zw) = 4(-2) -2-2 = -3 
Funkcja f ma postać kanoniczną: 

Ziel = Ate +2)? -3 
Wykres funkcji f otrzymujemy 
przez przesunięcie paraboli y = + 
o wektor |--2, —3]. 


1. Zapisz w postaci kanonicznej wzór funkcji f, a następnie naszkicuj jej 
wykres. 


a) fü) = a? — är 3 d) f(x) = -31° — 2041 
b) f(x) = —a? — 2141 e) fz) = 202 +421 
с) fals 1⁄2 22 D f(z) = -21° +122 — 14 


2. O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f, aby otrzymać wykres 
funkcji g? 
a) f(z) = 312, g(z) =3a*—6r+5 с) f(z) Aaf, g(x) = ir? -2r +4 
b) lei = 40°, giel = А02 +24r d) f(n) = 122, g(x) = la? + ie —1 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


1.4. Układy równań (1) 


Prosta i parabola mogą mieć dwa punkty wspólne, jeden punkt wspólny lub 
nie mieć punktów wspólnych. 


Prostą przecinającą parabolę w dwóch punktach nazywamy sieczną paraboli. 
Prostą, która nie jest równoległa do osi OY i ma z parabolą dokładnie jeden 
punkt wspólny, nazywamy styczną do paraboli. 


Przykład 1 
Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację 


geometryczną. 
у= 21 
у= 12 


Porównujemy prawe strony obu równań i otrzymu- 
jemy z2 = 21, czyl 


Rozwiązaniami równania są liczby 0 i 2. 


Dla r = 0 mamy y = 0. Dla z = 2 mamy y = 4. 


Uklad równañ spelniaja zatem dwie pary liczb: 
=0 =2 
у=0' ER 
Ćwiczenie 1 


Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 


Prosta у = Ze przecina pa- 
rabolę y = z? w punktach 
000,0) i A(2,4). 


1.4. Układy równań (1) 


[р] Przykład 2 
Uzasadnij, że parabola у = z2 ma jeden punkt 
wspólny z prostą 2x — у — 1 = 0, natomiast nie ma 
punktów wspólnych z prostą у — 2z = —4. 


Rozpatrzmy najpierw układ równań: 


2r—y-1=0 
y=" 


Z pierwszego równania wyznaczamy у = 22 — 1 
i podstawiamy do drugiego równania: 
2r—1=z2 
z2—2r+1=0 
(z—1)2=0 
Równanie to ma jeden pierwiastek x = 1, zatem jedynym rozwiązaniem ukła- 
du równań jest para liczb: 


G=1 poty allipash = at 
у=1 mają jeden punkt wspólny. 


Rozpatrzmy teraz układ równań: 


у-2т=—-4 
у=т? 
Z pierwszego równania wyznaczamy у = 22 — 4 i podstawiamy do drugiego 
równania: 
2r-4= 
x? -2r+4=0 


A=(-2)7-4:4=—12<0 
Układ równań jest sprzeczny, zatem prosta y = 22 — 4 nie ma punktów wspól- 
nych 2 parabolą y = 22. 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 

4r +y+2=0 4x —y+5=0 r+ży+1=0 
a) b) c) 


Ез у= 212 +81 +7 у= -37 


[р] Ćwiczenie 3 


Uzasadnij, że układ równań jest sprzeczny. 


3r-y+1=0 2a =7=0 —4у = 1? +21 -8 
f: y+ de gd c +22 


у= 1° +21+3 у= —21 +41 +2 іт-1у=-1 


mmm 22 1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Zadania 


1. Ile punktów wspólnych wykresów funkcji f i g ma obie współrzędne cał- 
kowite? 
a) f(z) =-r+2, g(z) 
b) /(z)=1—6, g(x) = 


—%0 е) Hals Ze g(z) = 
292-3 d) faj=lr+1, g(z) = 
2. Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 


) cęty-4=0 z? — dr —2y=0 ) у= 212 — 4x —3 
a p © е, 
y=r -4r+4 2r+y-2=0 8r+y+5=0 


r+żzy+1=0 a? +dy-16=0 у= 21° +80 —5 
b d) ғ 


у=: EIER т-2у+4=0 z-jy-1=0 


3. Wykresy funkcji f i g przecinają się w punktach P;(£1, y1) i Pa(zą,12), 
gdzie тү < ту. Wyznacz wektor P, P}. 
a) Аа) =z+1, g(z) =z2+1 c) f(x) = —2z +3, g(x) = а? 
b) f(z)=z+1, g(z) = —2z2 +3 d) f(z) 


4. Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 
у=т? у=3-1? у= (2-2)? 
а) b) Š c) Р 
y=le|+2 y=|z|-3 у= |z —2| 
5. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 


Na rysunku obok zaznaczono w układzie współ- 
rzędnych zbiór punktów płaszczyzny, których 
współrzędne (2, у) spełniają układ nierówności: 


у> а? 

y<r+2 
Zaznaczony obszar leży powyżej paraboli y = 
i jednocześnie poniżej prostej у = £ + 2. 


Zaznacz w układzie współrzędnych obszar opisany układem nierówności. 


>a*-2 >r-l <-żr+3 
OD A BA am aż e 
y<2r+1 yź-r +1 y > 0,51? — 2 


1.4. Układy równań (1) 


A 24 


*1.5. Układy równań (2) 


Dwie różne parabole mogą mieć dwa punkty wspólne, jeden punkt wspólny 
lub mogą nie mieć punktów wspólnych. 


Le y Y 
= SÉ GIS x 


Ćwiczenie 1 
Naszkicuj parabole będące wykresami funkcji f i g. Ile punktów wspólnych 
mają te wykresy? 


а) f(z) = а?, g(z) = 


b) f(z) 


Przyktad 1 
Rozwiaz uklad równañ i podaj jego interpretacje 
geometryczną. 


ЕЕ 
— 22: +4 
Porównujemy prawe strony obu równań i otrzy! 
jemy 22 — 4a = —a? — 2r +4, czyli 222 —2r—4= 0, 
(z + 1)(z — 2) = 0, zatem: r = —1 lub z = 2. 


Dla z = —1 mamy g = 5. Dla r = 2 mamy y = —4. 
Układ równań spełniają więc dwie pary liczb: 


Parabole y = —a? — 2r + 4 
i y = 2° — Az przecinają się 
w punktach A(—1,5) oraz 


В(2, —4). 
Ćwiczenie 2 
Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 
) у= 12 +4r+1 b) у= —112+4 ) y=a”+2r—2 
a Р 2 © З 
у= а? – 202 +1 y=} +r y=-—r? — 60 —2 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Zadania 
1. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj współrzędne punktów wspólnych 

tych wykresów. 

a) f(z) = 22, ail = 222 c) f(z) = 1а, g(a) = 2-1 

b) f(z) = 3⁄2, g(z) = 22 — 4 d) Ла) =22 — 1, g(z) = —222 +2 
2. Rozwiąż układ równań i podaj jego interpretację geometryczną. 

=r- 2—2 
ail Ę ga 
y=- +4r-3 y = —322 — 122 — 10 


1,2 
y=-la*+2 
BĄ cić 2) 
у= 512 — 2r+2 


) y=- – 21+3 0 
у= 21? +4r+3 


3. Пе punktów wspólnych mają wykresy funkcji f і g? 
a) f(z) = 4a? — бт— 5, g(z) = 212 — 6r +3 
b) Да) = 302 — 21 +2, g(z) = 2a? — 4r + 1 
c) Да) = bai — 2x +4, g(z) = 31? +4r -3 
а) f(x) = 412 — 3z + 1, g(z) = 3a? — 2r + 2 


4. Przeezytaj podany w ramce przyklad. 


Na rysunku obok zaznaczono w ukladzie wspól- 
rzednych zbiór punktów plaszczyzny, których 
współrzędne (т, у) spełniają układ nierówności: 


у> а? 
у< (0-1) +5 


Zaznaczony obszar leży powyżej paraboli y = т? 
i jednocześnie poniżej paraboli у = —(1—1)+5. 


Zaznacz w układzie współrzędnych obszar opisany układem nierówności. 
Ile punktów o obu współrzędnych całkowitych należy do tego obszaru? 


y>a-1 y>? -4 у> r?’ +2r-2 
a) 2 b) 1 ‹) 2 
у< а? +1 у< 412-2 у –12 — 42-2 


1.5. Układy równań (2) 


Warto wiedz 


Równania i nierówności z wartością bezwzględną 
Równanie 22 — 4z + 2 = |x — 2| możemy rozwiązać 
graficznie, rysując wykresy funkcji: 
f(x) = 22 — 4a +2i (т) -2 
Z rysunku odczytujemy rozwiązanie równania: 
xz=0 lub r=4 


Równanie to możemy też rozwiązać algebraicznie. 
Rozpatrujemy dwa przypadki: 


1° Jeśli z — 2 > 0, czyli z € (2; оо), to otr: 


A=9, zatem 2, = 


2° Jeśli z — 2 < 0, czyli x € (—00;2), to otrzymujemy: 
a” —4g+2=—r+2 


т(т-3)=0 
Zatem za = 0, ту = 3, ale z, @ (—оо;2), więc to rozwiązanie odrzucamy. 


Po rozpatrzeniu obu przypadków stwierdzamy, że równanie 17 —4r+2 = |r—2| 


jest spełnione dla r = 0 oraz dla r = 4. 


1. Na rysunku obok przedstawiono wykresy 
funkcji f(x) = |e +1| +1 i (т) = ża”. 
Dla jakich argumentów funkcje: 

a) f ig przyjmują te same wartości, 
b) f i h(x) = ża? przyjmują te same 
wartości? 


2. Rozwiąż równanie. 
a) a? — 2 = |z] с) 3— ta? = |z —3| e) —т°++4х—1 = |2z—4| 
b)a2—3jr-1|=1 а) 22-42+2= |22] f) —1e2+4z—4= |z-—4| 


3. Rozwiąż nierówność. 
а) 3 -|r+2|>0 b) a*—2]r—4|<0 с) 2x*—5|r—1| > 47-1 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


*1.6. Wzory Viete'a 
Korzystając ze wzorów na pierwiastki równania kwadratowego, można wyzna- 
czyć ich sumę i iloczyn. 
Twierdzenie (wzory Viete'a) 
Jeśli równanie kwadratowe ax? + br + c = 0 ma pierwiastki 21, 22, to: 
titr = -t oraz тузт = 2 


Uwaga. Wzory Viëte'a [czyt. wjeta] możemy stosować jedynie wtedy, gdy równanie 
ma pierwiastki, tzn. gdy A > 0. 


[р] Ćwiczenie 1 
Руа} dowód narina Покун wiarwiastków туша kwadritóweśo: 


Jeśli równanie kwadratowe az? + br + c = 0 ma pierwiastki, to dane są 
one wzorami: 

adoi „йук 

E EE 
zatem: 


а. 


a) Udowodnij wzór na sumę pierwiastków równania kwadratowego. 
b) Udowodnij, że jeśli A = 0, czyli trójmian kwadratowy ma jeden pierwiastek 


podwójny zo, to wzory Vitte'a mają postać: 2ry = —Ë і zż= 

Przykład 1 

Oblicz sumę i iloczyn pierwiastków równania. 

a) 24? — 20r +15=0 Najpierw sprawdzamy, czy równanie ma pierwiastki. 
А = 400 — 120 = 280 > 0, zatem istnieją dwa pierwiastki: тү, £2. 
m +a 2 = 2010, mis = = 0 = 75 

b) 322 – 72 +6=0 
А = 49 — 72 = —23 < 0, więc równanie nie ma pierwiastków. 


Ćwiczenie 2 
Oblicz sumę iloczyn pierwiastków równania. 
a) a —9r-T=0 с) Gei —15r+2=0 е) Bai Seil 


b) -20+3:+7=0 а) 3% +4r—2=0 f) lae” +3r-1=0 


1.6. Wzory Viete'a 


27 w 


Przykład 2 
Określ znaki pierwiastków równania 7z2 — 9л + 1 = 0. 


А = 81 — 28 = 53 > 0, więc równanie ma dwa pierwiastki: 21, Tą. 


Ze wzoru Viete'a obliczamy iloczyn pierwiastków: 


Ponieważ z; - тз > 0, liczby £1, £2 mają ten sam znak (obie są ujemne lub 
obie są dodatnie). Ze wzoru Viete'a obliczamy sumę pierwiastków: 


b 9 
+ sipas = =н 
Oba pierwiastki mają ten sam znak oraz тү + zo > 0, zatem ту, тэ są liczbami 


dodatnimi. 


Zwróć uwagę, że aby określić 


znaki pierwiastków równania | pjezby 2, z2 są dodatnie, gdy ( DEE 
kwadratowego, nie musimy zi + zə > 0 
ich wyznaczać. Możemy sko- 7 
rzystać z podanych obok wa- Liczby тү, 12 są ujemne, gdy ( ARE 
runków. a 


Liczby 21, z2 mają różne znaki, gdy zi: zə < 0. 


Ćwiczenie 3 

Określ znaki pierwiastków równania. 
a) т? -25=0 с) 12x* —20r+5=0 е) —2a4* — 152-3=0 
b) 222 +6r +3 = 0 d) 3a? +5z + 4 = 0 f) уба? — Vór + 


Czy wiesz, że... 

François Viete (1540-1603) — francuski matematyk, z za- 
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosował w al- 
gebrze symbole literowe, chociaż jego notacja znacznie róż- 
niła się od używanej obecnie. Był tajnym doradcą na dworze 
Henryka III i Henryka IV. Dla tego drugiego w roku 1590 
złamał hiszpański szyfr liczący 500 znaków. 


równanie kwadratowe az? +br+c = 0 ma pierwiastki £1, тә, 
А С e 2 а 
to suma ich kwadratów jest równa Ë — 26. 
тї + z3 = (тү + 12)? — 22115 = 
GE Korzystamy ze wzorów Viëte'a 
"Ara saa (aż а na sumę i iloczyn pierwiastków. 
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[р] 6. Uzasadnij, 


Przykład 4 
Oblicz sumę kwadratów pierwiastków równania 6x? — 9r + 2 = 0. 


Ponieważ A = 81 — 48 = 33 > 0, równanie ma dwa pierwiastki: £4, 


af + z2 = (zi + Ta)? — 22122 = (DI uereg H = 
Ćwiczenie 4 
Oblicz sumę kwadratów pierwiastków równania. 
а) 22-2-1=0 b) 222 + 62-3 = 0 с) 3a? —41+2=0 


Zadania 


1. Określ znaki pierwiastków równania. 
а) 22 +2-1=0 с) 1312 —135+3=0 е) V3x?*—51+2=0 
b) 151? +82+1=0 4) 1312 +13=+4=0 f) -2—z+V2=0 
2. Uzasadnij, że jeśli równanie kwadratowe ат? + br + с = 0, gdzie с 3 0, ma 
pierwiastki, to suma ich odwrotności jest równa -Ł. 
3. Oblicz sumę odwrotności pierwiastków równania. 
a) 3⁄2—z—1=0 bäi -8r -3=0 с) 4x1*+20x—6=0 
4. Oblicz sumę kwadratów pierwiastków równania. 
a) 22 +9r+6=0 b) –222 +6r+3=0 c) ta? +vŻr-1=0 
5. Oblicz kwadrat różnicy pierwiastków równania. 
а) 3a -1r-1=0 b) —22°+5т+4=0 c) żer” +ża-2=0 


е jeśli równanie kwadratowe ат? + br + c = 0, gdzie с 3 0, ma 
SMG A SR жс 5 d А 
pierwiastki zy, £2, to suma odwrotności ich kwadratów jest równa = -2- £ 


4 1 1 _ (mi+z2)2—2rir2 
Wskazówka. p + zy = a ила 


7. Oblicz sumę odwrotności kwadratów pierwiastków równania. 
а) —1*+10r+10=0 b) ja?” +x-2=0 с) —1*+3:+T=0 


8. Czy można ułożyć równanie kwadratowe tak, aby suma i iloczyn jego pier- 
wiastków były odpowienio równe: a) 7 13, b) 3 i 7? 


9. Korzystając ze wzorów Vitte'a, ułóż równanie kwadratowe, którego pier- 
wiastkami będą liczby dwa razy większe od pierwiastków równania: 
а) т'—5хт+1=0, b) —z2 +6r — 2 = 0, с) 2 —30+3=0. 


1.6. Wzory Viète'a 29 wawa 


— 


*1.7. Równania i nierówności 
kwadratowe z parametrem 


Przykład 1 
Dla jakich wartości parametru m funkcja 
y = (z = т)? +m ma dwa miejsca zerowe? 


Wykresem funkcji y = (z — m)? + m jest 

parabola, której wierzchołek ma współ- 

rzędne (т, т), yli leży па prostej 

y = т. Z rysunku odczytujemy, że funkcja: 
у= (== т)? + т 

ma dwa miejsca zerowe dla т € (—оо; 0). 


Ćwiczenie 1 
Dla jakich wartości parametru m funkcja у = (x — т)? + m ma dwa miejsca 
zdrowe Beier сараі ujemnymi? 


Przykład 2 
Określ liczbę pierwiastków 
metru m. Wyznacz te pierwiastki. 

А =(—-т)%—4.2.2=т?*—16 
• Równanie ma dwa różne pierwiastki, gdy A = m? — 16 > 0, czyli dla 
m € (—0; —4) U (4; оо). 


równania 222 — mae + 2 = 0 w zależności od para- 


т+утї=16 
4 


e Równanie ma dokładnie jeden pierwiastek, gdy A = m? — 16 = 0, czyli dla 
—4 (zo = —1) i dla m = 4 (zo = 1). 


+ Równanie nie ma pierwiastków, gdy A = m? — 16 < 0. 


m 


li dla m € (—4;4). 


Ćwiczenie 2 

Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa różne pierwiastki? Wy- 
znacz te pierwiastki. 

a) Al +2r—m=0 Ь) 22+ (2т+1)2+5=0 c)z?+mr-m=0 


Ćwiczenie 3 
Określ liczbę pierwiastkó 
a) z? + (m — 1)r +2m 


równania w zależne od parametru m. 


b) 212 + 2ma + 2x +m— 1 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Przykład 3 
Dla jakich wartości parametru k równanie т? — kz + k — 1 = 0 ma dwa różne 
pierwiastki o jednakowych znakach? 
Równanie kwadratowe ma dwa różne pierwiastki, gdy A > 0; pierwiastki te 
mają jednakowe znaki, gdy iloczyn tych liczb jest dodatni: z, - zo = 5 > 0. 
Д = -4(6-1) = -46+4= (6-2), S=k-1 
Otrzymujemy zatem układ nierówności. 
(k-2)3>0ik-1>0 
kZ2 i k>1 
Równanie ma zatem dwa różne pierwiastki o jednakowych znakach wtedy 
i tylko wtedy, gdy k € (1:2) О (2; оо). 


Ćwiczenie 4 
Dla jakich wartości parametru k równanie ma pierwiastki o różnych znakach? 


a) a? — (k+2jr+k-2=0 b) 22 + (k- lz k=0 


Przykład 4 

Dla jakich wartości parametru m równanie (2m + 1)т? — 4(m — 1)r+4=0 
ma dwa różne pierwiastki, których suma odwrotności jest liczbą ujemną? 
Rozpatrzmy dwa przypadki ze względu na współczynnik przy z2. 


1° Dla 2m + 1 = 0, czyli dla m = —5, równanie jest liniowe — ma tylko jeden 
pierwiastek. Nie są więc spełnione Eet zadania. 


2 Dla m € RN [—1] równanie jest kwadratowe — ma dwa różne pierwiastki, 
gdy A > 0. 
А = (—4(m — 1))? — 4-4- (2m + 1) = 16m? — 64m 
A>0, gdy 16m? — 64m > 0 
16m(m — 4) > 0 


(1) m € (—20; —5) U (—5:0) U (4;00) т} 

Sumę odwrotności pierwiastków wyznaczamy, korzystając ze wzorów Viëte'a: 
AE = -E = AMA) _ m1 
ES © 1 


Warunek m — 1 < 0 jest spełniony dla: 
(П) m € (00; —3) U (—5;1 DEER 
Równanie ma dwa różne pierwiastki, których suma odwrotności jest ujemna, 
gdy warunki (I) i (II) są jednocześnie spełnione, p dla: 

m € (—co; —4) U(-3;0| 
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Ćwiczenie 5 

Dla jakich wartości parametru m suma odwrotności dwóch różnych pierwiast- 
ków równania jest większa od —6? 

а) (m+3)a* + (m+2)r+1=0 b) ma? + (m — 1]z +1= 0 


Ćwiczenie 6 
Dla jakich wartości parametru k suma kwadratów dwóch różnych pierwiast- 
ków równania jest równa 17? 


a) 22 + (k-1)r+4=0 b) :?-(k-2)r+3k+1=0 


Przykład 5 

Dla jakich wartości parametru m nierówność (m + 2)z2 — 2mz + m > 0 jest 

spełniona dla każdego 2 € R? 

Rozpatrzmy dwa przypadki ze względu na współczynnik przy т?. 

1 Dla m = —2 otrzymujemy nierówność liniową 4т — 2 > 0. Nie spełnia ona 
warunków zadania. 

2 Dla m Z —2 otrzymujemy nierówność kwadratową. 


Jest ona spełniona dla każdego x € R, gdy jednocześnie zachodzą dwa 
warunki: 


m+2>0 (1) 
РЁ <0 u) 
Warunek (1): m € (—2: оо) 
Warunek (II): A = (—2m)? — 4m(m + 2) = 4m? — 4m? — Sm = —8m 
A <0, gdy m € (0: oc) 


Zatem nierówność (m +2)z2 —2mz +m > 0 jest spełniona dla każdego x € R, 
gdy m є (0; оо). 


Ćwiczenie 7 
Dla jakich wartości parametru k nierówność zachodzi dla każdego x є R? 
a) a? — (k — 3)z + 4k > 0 b) (k—1)z2 — 2ka +k— 1 <0 


Zadania 


D) 1. Wykaż, że równanie 2r2+-mzr—3 = 0 ma rozwiązanie dla dowolnego m € R. 


[р] 2. Wykaż, że nie istnieje taka wartość parametru m, dla której równanie 
т? + (m + 1)z + т? + 1 = 0 ma rozwiązanie. 
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6. 


8. 


9. 


Dla jakich wartości parametru m równanie ma co najmniej jeden pierwia- 
stek? 

a) a? — 6: +2m=0 c) ma? —41+1=0 

b) ża? — (m-2)x:+m-2=0 d) (I—m)z2—(4m—4)z—3m+5 = 0 
Dla jakich wartości parametru k równanie ma dwa pierwiastki o różnych 
znakach? 

a) 2? —2r+k+3=0 с) 22 + (2k + 1)z —2k+2=0 

b) z? — (k-4)r-k+5=0 d) 22 + (1 —2k)r + 4 — 4k = 0 

Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa różne pierwiastki, które 
są liczbami dodatnimi? 

a) a? — (m+2)r+m+5=0 с) 22 + (2т —5)x+2m-6=0 

b) «3 +4mr+m+3=0 d) ai — (3т + 1) + 2т2 т 6 = 0 
Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa różne pierwiastki, które 
są liczbami ujemnymi? 


a) ja? +r+m?*-4m=0 b) –22 + 22 -т+1= 0 

Dla jakich wartości parametru А nierówność zachodzi dla każdego x € В? 
а) 22 +32 +к> 0 а) z?—-kr+k+1>0 

b) 22 +kr+9>0 e) (k+1)a? —2r-1<0 

с) 13 —kr+k+3>0 f) ka? +2(k-1)r+k-1>0 


Dla jakich wartości parametru k funkcja f określona jest dla każdej liczby 
тє? 


а) f(a)=ya?+(k+2)r+2k+1 d f(x) = /(k-— 4)z2 + 2kaz + 2k 
b) да) = У +(Е—2)®+1 e) f(z)= = 


c) fals V C Pan 92k f) E a 


Dla jakich wartości parametru a równanie ma dwa różne pierwiastki тү 
i тз spełniające podany warunek? 

a) 22 — (a—4)r —2a = 0. zí + zə > 2 

b) 2? + (a+1)r+4=0, z? + aż =2(ay + zo) 

с) 22 +ax+2a—3=0, 221 +1125 < 0 

d) -x° + (2a— 1)r+a=0, (x, — 25) = 5 
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_— 


10. 


11 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Dla jakich wartości parametru a suma odwrotności dwóch różnych pier- 
wiastków równania jest równa 6? 


a) 2? +(a+2)r+1=0 b) z? —6(a—3)r+a—3=0 

Dla jakich wartości parametru a suma kwadratów dwóch różnych pier- 
wiastków równania jest równa 16? 

a) z? — 2az +3=0 b) 22+ (4 – 2а)т+а?+1=0 


Dla jakich wartości parametru a suma odwrotności kwadratów dwóch róż- 
nych pierwiastków równania т? + ат + 1 = 0 jest równa 7? 


Dla jakich wartości parametru a suma odwrotności dwóch różnych pier- 
wiastków równania —z2—2r+a2+a+1 = 0 przyjmuje największą warto: 


Wyznacz wszystkie wartości parametru m, dla których równanie ma tylko 
jedno rozwiązanie. 
a) z(z2— (2m —4)r+m-2)=0 b) (z+ 3)(z2 + (m + äi +m?) = 0 


Naszkicuj wykres funkcji y = f(m), która każdemu argumentowi m € R 
przyporządkowuje liczbę rozwiązań równania. 

a) (m 1)a* +2r+m-1=0 b) (m? + 2m)e? + 2mz +3=0 
Niech y = f(m) będzie funkcją określającą wartość iloczynu dwóch róż- 
nych pierwiastków równania т? — 2x + m? + 4т + 1 = 0 w zależności od 
parametru m. Podaj dziedzinę funkcji f oraz wyznacz pierwiastki równa- 
nia tak, aby ich iloczyn był najmniej. 


Funkcja y = f(m) opisuje sumę dwóch różnych pierwiastków równania: 
Жа? + (т + 1) +5 
Wyznacz pierwiastki równania tak, aby ich suma była największa. 


Dla jakich wartości parametru m równanie ma cztery różne pierwiastki? 
a) т'+тїї+1=0 с) z' +ma*-m-6=0 


b) 2-22 +т=0 d) zf + (т – 2)22 +4-m=0 


Wyznacz liczbę pierwiastków równania w zależności od parametru m. 
a) r +ma*+4=0 b)a't+a"+m=0 жс) |2 +2r—8|=m 


Dla jakich wartości parametru m równanie (m + 3)z2 + ma + 1 = 0 ma 
dwa różne pierwiastki r; i z» spełniające nierówność [21| + |r| < 1? 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


1.8. Funkcja kwadratowa — 
zastosowania (1) 


Przykład 1 

Suma liczb p i q jest równa 12. Oblicz największą wartość iloczynu tych liczb. 
p + q = 12, zatem q = 12 — p. 

Iloczyn tych liczb: p -q = р(12 — p) = —p + 12p. 

Wyznaczamy wierzchołek paraboli będącej wykresem funkcji danej wzorem: 


жа Wykresem Beef f jest parabola 
ЛО) = 00-100. raiona дно w dół 


=6, /(р„) = -6 +12-6 = —36+72=36 


Największa wartość iloczynu liczb p i q jest zatem równa 36 (dla p = q = 6). 
Ćwiczenie 1 

Oblicz największą wartość iloczynu dwóch liczb, których suma jest równa: 

a) 38, b) 2, c) v2. 

Ćwiczenie 2 

Suma liczby p i podwojonej li 
iloczynu liczb p i q. 


by q jest równa 36. Oblicz największą wartość 


Przykład 2 
Wyznacz najmniejszą wartość i największą wartość funkcji f(x) = —1*+2x+4 
w przedziale (—1; 2). 

Obliczamy wartości funkcji f na końcach przedziału: 
f(-1) = 1 oraz f(2) = 4. 

Pierwsza współrzędna wierzchołka paraboli: r, = 1. 
Ponieważ т„ Є (—1;2) oraz ramiona paraboli są skie- 
rowane w dół, największa wartość funkcji w tym prze- 
dziale to: у, = f(1) = 5 
przyjmowana dla r = —1 i wynosi 1. 


. Wartość najmniejsza jest 


Aby wyznaczyć najmniejszą lub największą wartość funkcji kwadratowej 
f(v) = ат? + bz + c w przedziale (pi; po), należy obliczyć Pip) i /(р»). 
Jeśli т: (pierwsza współrzędna wierzchołka paraboli będącej wykresem tej 
funkcji) należy do przedziału (р; рз). to wyznaczamy również yw, oblicza- 
jąc /(т„). Najmniejsza spośród tych trzech wartości jest najmniejszą war- 
tością funkcji w danym przedziale, a największa — największą wartością. 


1.8. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1) 


Przykład 3 

Wyznacz wartości najmniejszą i największą funk- 
cji f(x) = — a? + 2z + 1 w przedziale (—1:2). 
= =4g(-1;2) 

Zatem wartości najmniejsza i największa funkcji f 
są przyjmowane па końcach przedziału (-1;2). 


+ [(-1) = — wartość najmniejsza 
+ [(2)=4 artott największa 


Ćwiczenie 3 

Wyznacz wartości najmniejszą i największą funkcji f w podanym przedziale. 
a) f(x) =z2 + 4r +8, (—3;1) с) f(x) = —z2 + 4r — 6, (—133) 

b) f(x) = —2a* — 4z — 1, (0;4) d) f(z) = Zei + 2a —3, (—2;1) 
Przykład 4 


7 prostokątnego arkusza tektury o bokach 60 cm 
i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po 
odpowiednim sklejeniu pozostałej części otrzymać 
otwarte pudełko. Jaka powinna być długość bo- 
ków wycinanych kwadratów, aby pole powierzchni 
bocznej pudełka było największe? Oblicz to pole. 


Pole powierzchni bocznej pudełka w zależności od długości boków wyciętych 
kwadratów opisuje funkcja: 


Р(х) = 2(40 — 2x) - z + 2(60 — 2z) - z = —8z2 + 200x 
= (0:20). ж > 0, 2x < 40, 2x < 60 


Określamy dziedzinę funkcji: 
Wyznaczamy WEEN wierzchołka paraboli у = —8z2 + 2002: 
_ 40 00 = 1250 


Ponieważ z, € (0;20) oraz ramiona paraboli są Gees w dół, największa 
wartość funkcji P przyjmowana jest dla z,,. 


Pudełko ma zatem największe pole powierzchni bocznej, jeśli długość boków 
wyciętych kwadratów jest równa 12,5 cm. Pole to jest równe 1250 ста?. 


Ćwiczenie 4 

Z kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 сш? wycinamy w rogach kwa- 
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostałej części otrzymać otwarte 
pudełko. Jaka powinna być długość boków wycinanych kwadratów, aby pole 
powierzchni bocznej pudełka było największe? Oblicz to pole. 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Zadania 


d 


Wyznacz najmniejszą i największą wartość funkcji f(x) = —z2 + 4x — 1 
oraz funkcji g(x) = 12? + z — 3 w przedziale: 

a) (0:4), b) (-20), с) (—4;6). 

Suma długości przyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest równa 8. 
a) Wyznacz największe pole takiego trójkąta. 

b) Wyznacz najmniejszą wartość kwadratu długości przeciwprostokątnej 
takiego trójkąta. 

Mamy 80 m bieżących siatki ogrodzeniowej. Chcemy nią 

ogrodzić prostokątny ogródek o jak największej powierzchni. 

Jakie wymiary powinien mieć ten ogródek, jeśli nie bę- 

dziemy grodzić jednego boku na odcinku 4 m? 


Mamy 28 m bieżących siatki ogrodzeniowej. Chcemy nią 
ogrodzić prostokątny ogródek przylegający jednym z boków 
do ściany domu. Jakie powinny być wymiary ogródka, aby 
jego powierzchnia była jak największa? 


Podstawą prostopadłościanu o wysokości 5 cm jest prostokąt o obwodzie 
12 cm. Jakie powinny być wymiary podstawy tego prostopadłościanu, by 
jego pole powierzchni całkowitej było największe? 


Szkielet prostopadłościanu wykonano z 56 cm drutu. Podstawą prosto- 
padłościanu jest prostokąt, którego jeden bok jest dwa razy dłuższy od 
drugiego. Jakie powinny być długości krawędzi tego prostopadłościanu, by 
jego pole powierzchni całkowitej było największe? 


Wyraź pole prostokąta przedstawionego na rysunku jako funkcję zmien- 
nej x. Podaj wymiary prostokąta o największym polu. 


air 


| 4 H 


Wyznacz najmniejszą wartość i największą wartość funkcji f w podanym 
przedziale. 

1 1 
a) f(z) = т (14) — (—230) 


ZST Piee т ma 
b) f(z) = Мт + 4z + 4, (0;4) d) f(z) = (a? — 6z + 3)°, (1;5) 


1.8. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1) 


1.9. Funkcja kwadratowa — 
zastosowania (2) 


Ćwiczenie 1 
Firma produkująca zabawki oszacowała roczną wielkość sprzedaży lalek па 
s sztuk w zależności od ceny z zł za sztukę (tabela poniżej). 


Cena z w zł 40 50 60 70 80 90 


Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0 


Dane z tabeli spełniają równanie s = —40x + 3600. 


a) Uzasadnij, że jeśli koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zł, to zysk 
firmy ze sprzedaży lalek w cenie z zł za sztukę wyraża się wzorem: 

(т) = —40z2 + 44002 — 72000 
sk firmy był największy. Jaka 


b) Ustal taką cenę 
będzie wtedy wielk 


jedną lalkę, aby ro 
rzedaży i jaki 


Ćwiczenie 2 

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zł. Przy cenie 
wynosi 1000 sztuk rocznie. Każdorazowe 
daży o 50 sztuk. 


15 zł za misia wielkość sprzeda: 
podniesienie ceny o 1 zł powoduje spadek 


a) Wyznacz wzór funkcji kwadratowej opisującej roczny zysk w zależności od 
ceny z zł za sztukę. 


„ aby гос; sk firmy był największy. 


b) Ustal taką cenę za jednego misi 
Jaka będzie wtedy wielkość sprzedaży i jaki zj 


Ćwiczenie 3 

Sklep z odzieżą sportową sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze- 
daży jednej sztuki wynosi 40 zł. Właściciel sklepu przewiduje, że obr 
ceny o każde 5 zł spowoduje wzrost sprzedaży o 4 sztuki dziennie. O ile należy 
obniżyć cenę, aby zysk był największy? 


żenie 


Ćwiczenie 4 

Właściciel kina zauważył, że przy cenie biletu wynoszącej 16 zł na seans przy- 
chodzi średnio 100 osób, a każdorazowe podniesienie ceny biletu o złotówkę 
powoduje. że liczba widzów zmniejsza się o 5. Jaką cenę biletu należy ustalić, 
aby dochód kina był największy? 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Ćwiczenie 5 
Prostokątny trawnik ma powierzchnię 216 m?, Oblicz wymiary tego trawnika, 
jeśli różnią się one o: a) 6 m, b) 15 m. 


Ćwiczenie 6 z 


Wokół basenu o wymiarach 4 m x 8 m wy 
felkami pas o szerokości z (rysunek obok). Jaka jest 
szerokość tego pasa, jeśli ma on powierzchnię 45 m?? 


Zadania 


# 


D 


Plac zabaw ma kształt prostokąta o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokość 
placu zwiększono o x m, a długość o 22 m. Oblicz x, jeśli powierzchnia 
placu wzrosła o 144 mi. 


Reprodukcję obrazu o powierzchni P oprawiono w ramę o wymiarach ze- 
wnętrznych z x y. Oblicz szerokość tej ramy. 
a) P = 2400 cm?, x = 80 cm, у = 60 cm 


b) P = 2700 em2, т = 75 cm, у = 55 cm 


Wokół prostokątnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zostać wyłożona 
kostka. Projektant przedstawił dwie propozycje: A i B (rysunki poniżej). 
Dla każdej z tych propozycji wyznacz т. 


Propozycja A Propozycja B 


obszar pokryty kostką — 66 m? obszar pokryty kostką — 78 m? 


Dany jest prostokąt o wymiarach 3 cm x 10 cm. Jego długość i szerokość 
zwiększono o т cm. Dla jakich wartości z przekątna nowego prostokąta ma 
długość większą od 13 cm? 


Szerokość pokoju jest o 2 m mniejsza od jego długości. Jakie wymiary 
może mieć ten pokój, jeśli przekątna podłogi jest nie mniejsza niż 6 m 
i nie większa niż 10 m? 


1.9. Funkcja kwadratowa — zastosowania (2) 


6. Bok BC trójkąta prostokątnego ABC jest o 2 cm т 


krótszy od boku AB i о 7 cm dłuższy od boku z 
AC. Oblicz obwód tego trójkąta. 


. Boki prostokąta mają długości 8 i 10 (rysunek 
obok). Dla jakich wartości z zacieniowany obszar > 
stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokąta? Z 


[р] 8. Wykaż, że istnieje tylko jeden trójkąt prostokątny, którego boki mają dłu- 


10. 


% 


gości równe kolejnym liczbom: 


a) naturalnym, b) parzystym. 


. Łuk przęsła mostu ma kształt paraboli 
(rysunek obok). Korzystając z wymiarów 
podanych na rysunku, znajdź równanie анх 
tej paraboli. Przyjmij, że początek układu B 
współrzędnych znajduje sie: 
a) w punkcie A, b) w środku odcinka AB. 


Czy pod mostem opisanym w zadaniu 9. przepłynie barka o szerokości 6 m, 
która po załadowaniu wystaje 3.1 m ponad powierzchnię wody? Przyjmij, 
że przekrojem poprzecznym barki jest prostokąt. 


Czy wiesz, że... 

Wszystkie parabole są podobne. Aby się o tym przekonać, warto przyjrzeć 
się poniższym rysunkom (zauważ, że jednostki na osiach na rysunku po 
prawej są dwukrotnie większe niż na rysunku po lewej). Na przykład pa- 
rabole narysowane kolorem zielonym (na rysunku po prawej parabola dana 
wzorem у = z2, a na rysunku po lewej parabola y = ża?) są identyczne. 


Zastosowania funkcji kwadratowej 


Krzywa łańcuchowa 


Wiszący, zamocowany na końcach łańcuch przyjmuje kształt przypominający 
parabolę. W 1638 r. opisywał to już Galileusz, włoski fizyk i astronom. 

W drugiej połowie XVII w. wykazano, że jest to inna krzywa, zwana krzywą 
łańcuchową lub catenarią (od łacińskiego słowa catena oznaczającego łańcuch). 


Na rysunku obok przedstawiono 
krzywą łańcuchową (kolor czerwony) 
oraz parabolę (kolor niebieski), która 
dla wartości argumentów bliskich 0 
jest bardzo dobrym przybliżeniem 
tej krzywej łańcuchowej. 


oj 1 x 


Krzywa ta jest wykorzystywana 


Kształt krzywej łańcuchowej przyjmują wiszące w architekturze. Gateway Arch 

łańcuchy, liny lub przewody wysokiego w Saint Louis w Stanach 

napięcia. Zjednoczonych to monument, 
którego kształt jest inspirowany 
krzywą łańcuchową. 


H Skorzystaj z dostępnych źródeł i znajdź inne 
przykłady wykorzystania krzywej łańcuchowej 
w architekturze. 


1.10. Zagadnienia uzupełniające 


P Równania i układy równań drugiego stopnia 


Na rysunkach poniżej przedstawiono przykłady krzywych opisanych za 
pomocą równań drugiego stopnia. 


Parabola jest zbiorem punktów płaszczyzny 
równo odległych od ustalonej prostej k (kie- 
rownicy paraboli) i ustalonego punktu F 
(ogniska paraboli). Na rysunku obok przed- 
stawiono parabolę y = 1т?. Jej kierownicą 
jest prosta y = —1, a ogniskiem — punkt 
F(0,1). Zachodzi równość |F P| = (PPL 


Okrąg jest zbiorem punktów płaszczyzny, 
których odległość od ustalonego punktu O 
(środka okręgu) jest równa promieniowi 
okręgu. Do okręgu o promieniu r, którego 
środkiem jest początek układu współrzęd- 
nych, należą punkty, których współrzędne 
(x,y) spełniają równanie т? + y? = r°. 


Na rysunku powyżej przedstawiono okrąg o równaniu т? + у? = 9 ~ jego 
środkiem jest punkt O(0,0), a promień jest równy 3. Dla dowolnego punk- 
tu P należącego do tego okręgu zachodzi równość |O P| = 3. 


Elipsa jest zbiorem punktów płaszczyzny, 
których suma odległości od dwóch ustalo- 
nych punktów F, i F, (ognisk elipsy) jest 
stała. Jeśli osie symetrii elipsy przecinają się 
w początku układu współrzędnych, to jest 
ona dana równaniem 2+0 = 1, gdzie a > 0 
i b > 0. W przypadku gdy a = b, otrzymuje- 
my okrąg (P, = F; = О). 

Na rysunku powyżej przedstawiono elipsę daną równaniem # + © = 1. 
Przecina ona oś OX w punktach (—4,0) i (4,0), zaś oś OY w punktach 
(0. —3) i (0,3). Jej ogniskami są punkty F;(—Vf7.0) i F>(V7,0). Dla dowol- 
nego punktu P należącego do elipsy zachodzi równość |F) P| + |F,P| = 8. 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Przykład 1 

Wyznacz punkty wspólne okręgu z2 + у? = 9 
i paraboli у = 12 — 3. 

Aby wyznaczyć punkty wspólne okręgu i para- 
boli, rozwiązujemy układ równań: 


a? =y’ +9 Z pierwszego równania wyznaczamy г? 
y= y? +9—3 і podstawiamy do drugiego równania. 
Otrzymujemy równanie kwadratowe y? + y — 6 = 0. Jego rozwiązaniami 
są liczby: yı = —3 i y = 2. 
Punkty wspólne okręgu i paraboli: P,(0, —3), P,(— 5.2) i Pz(V5,2). 


1. Narysuj okrąg, którego liczba punktów wspólnych z parabolą y = т? jest 
równa: 
a) 0, b) 1. ©) 2, d) 4. 


2. Wyznacz punkty wspólne okręgu i paraboli. 


a) £? +y? = 4, у=—т? с) a +y=10, y=z2— 4 
b) eż +y?=16, у=х1+4 dau =25, у=—1+5 
Przykład 2 


Na rysunku obok przedstawiono okrag 
a? +y? = 4 i elipsę 5 + 0 = 1. Mają 
one dwa punkty wspólne. Wspólrzedne 
tych punktów możemy odczytać z ry- 
sunku. Można je też wyznaczyć, rozwią- 
zując układ równań: 


ay =4 
a? + dy? = 16 


Punkty wspólne okręgu i elipsy: P;(0, —2) i P;(0,2). 


3. Ile punktów wspólnych mogą mieć okrąg i elipsa (wykonaj odpowiednie 
rysunki)? 


1.10. Zagadnienia uzupełniające 


шыш 44 


м 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw 1 


1. Rozwiąż równanie. 


а) 422 —5r=0 е) z(z +2) = –1 

b) z = у? f) x(x — 8) = 4(2— 9) 
2. Rozwiąż równanie. 

a) 13 — 4r— 5 = 0 Ф) ja*—3:+9=0 g) 

b) 222 +5r+1=0 е) 722 +2r=1 h) 


с) 3a? — 14 — 5 = 0 f) 322 +1+1=0 1) 1 


3. Roz 
а) 22 +2-1>0 512 —5:+2<0 е) 47-312 <2- xz 
b) 422 +20r +25<0 а) -3z2+6z>2 f) -2(4- z) > 4-а? 


2 nierówność. 


4. Wyznacz zbiory AN B i AV В. 
а) A= (z €e R:z2+2r-1<0), B= (z e R:z2+z>0) 
b) A=fxER:1x*+4x+2>0),B=f(rER:x*-1—6<0) 
c) A= (z €R:3r+18 > 12}, B= {x € R: x? —4r < 3) 


5. Rozwiąż równanie. 

а) (22 — 4)(22 +9) =0 с) 2 – 222 +1=0 е) z! — 16r? = 0 

b) (922—4) (22-3) =0 а) 2* +16: =0 f) 421 + 422 +1= 0 
6. Rozwiąż równanie, stosując odpowiednie podstawienie. 
а) 8x* —317—3=0 g) z*—217—8=0 
е) 1! —617—16=0  h)x'+2x?—15=0 
f) r*—223-5=0 i) 2*++1022 +25 = 0 


7. Rozwiąż układ równań. Podaj jego interpretację geometryczną. 


y=1+3 у= Зт– 5 у= 22-2 
a) $ b) Ą c) > 
y=- +5 y=r-3 у= 1? —2r+1 


8. Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 
y = 21? 

a) А 

y=3- r 
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10. 


11. 


12. 


13. 


N 


Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartość najmniejszą i wartość naj- 
większą funkcji f w podanym przedziale. 

a) f(z) = Zei + 4a, (—2;1) c) f(x) =z? +2z + 1, (0;2) 

b) f(x) = —z2 + 2z, (0; 4) d) f(x) = —z2 + 3a — 2, (—2;2) 

Dla jakich wartości a i b suma а? +b? przyjmuje wartość najmniejszą, jeśli: 
a) a+b=4, b) a—b=3, c) 2a+b=1? 


Mamy 240 metrów bieżących siatki ogrodzeniowej. 

Chcemy nią ogrodzić prostokątny ogródek o jak naj- 

większej powierzchni. Jakie wymiary powinien mieć 10а 
ogródek, jeżeli nie będziemy grodzić jednego boku na 

odcinku 10 metrów? 


W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk 
przypadający na jedną sztukę tego towaru wynosi 240 zł. 


a) Ekspert A twierdzi, że obniżenie ceny o z zł spowoduje wzrost dziennej 
sprzedaży tego towaru o z sztuk. O ile należy obniżyć cenę, aby zysk był 
największy? O ile zwiększy się wtedy zysk? 


b) Ekspert B twierdzi, że podniesienie ceny o (20:2) zł spowoduje spadek 
dziennej sprzedaży tego towaru o z sztuk. O ile należy podnieść cenę, aby 
zysk był największy? O ile zwiększy się wtedy zysk? 

Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór tych punktów (x,y), których 
współrzędne spełniają poniższe warunki. 


) a? —4r <0 b) «a -1-2<0 ) а2 +2-6>20 
а ч b © z 
y -4>0 y —2y-3<0 wy +3y-2>0 


D Zestaw 11 


1. 


Dla jakich wartości parametru c funkcja f ma dokładnie jedno miejsce 
zerowe? 


a) (а) =а2 +3r + e c) f(a)=-a+r+c+1 

b) (х) = 22 — 2/5z—c d) f(z) =z2 + er+ c 

Dla jakich wartości parametru b funkcja f ma dwa różne miejsca zerowe? 
a) f(x) =z2 +br+4 b) f(x) = -r?° +2br — 1 

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu liczbę rozwiązań równania 
(a) = m w zależności od parametru m. 

a) f(x) = |z? + 22] b) f(x) = z? — 3|z| с) f(x) = —т?+2|т|+3 


Zestawy powtórzeniowe 


NA 


e 


10. 


11 


12, 


13. 


Rozwiąż równanie, stosując odpowiednie podstawienie. 

a) (22 — 2a)? + 5(z22 — 2z) +4 = 0 с) (x? — 5z)(z2 — 5x + 2) = 24 
b) (22 + 42)? + 7(22 + 4x) + 12 = 0 d) (22 +2z)(z22 + 2x — 1) = 2 
Rozwiaz równanie. 

a) z—9V/z —4—- 40 = 0 b) 22 —9|z| + 18 = 0 

Rozwiąż równanie. Sprawdź otrzymane rozwiązania. 


a) VI-a I2. (2? —1)=0 b) (z? +2x— 15) - V7- 4r =0 


Uzasadnij, że podane równanie ma dwa pierwiastki: 2, 22. Nie wyznacza- 
jąc tych pierwiastków, oblicz wartość wyrażenia z? + 13 — Szyca. 
a) 1522 — 12r — 20 = 0 b) (V2 + 1)a2 + (V2 — Un 0 


Wyznacz wzór funkcji kwadratowej f, jeśli: 


a) do jej wykresu należy punkt (0, —2), suma jej miejsc zerowych jest 
równa $, a suma ich odwrotności jest równa 4, 

b) iloczyn jej miejsc zerowych jest równy 24, a parabola będąca jej wykre- 
sem ma wierzchołek w punkcie (5,2). 

Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa pierwiastki o różnych 
znakach? 

a) 22 + (т – 3) + т = 0 с) ima? + (m* — Un + т? — 4т = 0 
b) ja?” +(m+1)r+1=0 d) (3m — 2)z2 + me+1-żm=0 
Dla jakich wartości parametru m równanie: 

a) 2a? — ma + m + 2 = 0 ma dwa różne pierwiastki dodatnie, 

b) =x? + (2m — 2)z + т? — 2m = 0 ma dwa różne pierwiastki ujemne? 
Dla jakich wartości parametru m nierówność spełniona jest przez dowolną 
liczbę rzeczywistą т? 

a) та? +42 +т-1<0 b) (т – 3)22 + (3 — m)z +m > 0 
Wyznacz wartości parametru m, dla których zbiorem wartości funkcji f 
jest przedział (1; оо). 

a) f(x) = a? + (2m+2)r—m b) f(x) = (m+1)a*+(m+1)r+m+3 
Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów (k, m), dla których rów- 
nanie 22 + kr + m = 


a) ma jedno rozwiązanie zo spełniające warunek |rg| < 2, 


b) ma dwa rozwiązania тү, тә spełniające warunek тї + 25 = 


mmm 16 1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Sposób na zadanie E 


Przykład 
Dla jakich wartości parametru m równanie т? — 2тт + m — 1 = 0 ma dwa 
różne pierwiastki mniejsze od 27 


Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na jeden z poniższych sposobów. 


I sposób 
Warunki zadania są spełnione, gdy: 
A>0 A>0 A>0 


a<2$%4$1-2<0 @ 4 (zı — 2)(zə — 2) > 0 эң ujemne, gdy ich 


iloczyn jest dodatni, 


gą < za — 2 <0 (zi—2)+(zəa—2)<Ü asuma ujemna. 
+ À =b? — 4ae = (—2m)2 — 4(m — 1) = 4m? — 4m +4 
А = 4m? — Ат + 4 > 0 dla m € R (sprawdź). 
601—2) 002—2) = zira Dan Beet) = zira len +12) +4 = 22.064 
=m-1-4m+4=-3m+3 
Zatem (z, — 2)(x£2 — 2) > 0 & —3m +3 > 0. 
Nierówność ta jest spełniona dla m < 1. 
6 (8-2) + (0—2) =n +240 4 2т 4 
Zatem (z, — 2) + (za — 2) < 0 $ 2m — 4 < 0. 
Nierówność ta jest spełniona dla m < 2. 
Po uwzględnieniu powyższych warunków otrzymujemy, że m € (00: 1). 


II sposób 
Rozpatrzmy trójmian kwadratowy f(x) = 22 — 2ma + m — 1. 
a > 0, więc warunki zadania są spełnione, gdy: 
A>0 Y Dwa różne pierwiastki są mniejsze od 2, 


au<2 gdy pierwsza współrzędna wierzchołka 
paraboli £w < 2 oraz /(2) > 0 (dlaczego?). 


DEA о 
+ A>0 dla m € R (sprawdzone tak jak w sposobie wyżej) 
еды ll = 28 = 

e 2a 2 


+[(2)=2-2m-2+m-1=—3m+3 
Nierówność —3m + 3 > 0 jest spełniona dla m < 1. 


Odpowiedź: Warunki zadania są spełnione dla m € (—0;1). 


Sposób na zadanie 47 Wawas 


@ Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


ч; 


10. 


Liczba pierwiastków równania Sr) + 5r? — 12 = 0 jest równa: 
A. 0, B. 1, c. 2, D. 4. 


Dla jakich liczb rzeczywistych z określone jest wyrażenie see 


Najmniejsza wartość funkcji f w przedziale (0; 2) jest liczbą dodatnią, gdy: 


A. f(x) =z2 — 2z + 1, С. f(z) = —z2 +3z + 1, 
B. f(z) = 32? + 6z — 1, D. f(x) = —3z2 + 4x + 1. 
Dwa różne pierwiastki dodatnie ma równanie: 

A. 12 —4r+5=0, С. 1? — 52+6 = 0, 

В. 412 — dyŻr +3 = 0, D. 22 + 52-6 = 0. 


Punkt (хо, уо) jest punktem wspólnym parabol y = =22 +8r — 8 i y = 
Wówczas |zo — yo| równa się: 
A. 2, B. 4, C. 6, D. 8. 


Równanie 212 + За + m = 0 nie ma rozwiązań wtedy i tylko wtedy, gdy: 
A. m> 1125, В. m>-3, С. т < 2, D. m <2. 


Jeżeli równanie (m — 1)z2 + 2тт + (m + 2) = 0 ma dokładnie jedno 
rozwiązanie, to liczba m należy do przedziału: 
A. (—оо; —2), В. (2:00), С. (—2;0), Р. (0;2). 


Nierówność ma? + 42 + 4 < 0 nie ma rozwiązań wtedy i tylko wtedy, gdy: 
A. т> 0, В. т < 0, С. т> 1, D.m<1. 


Pole prostokątnej działki, której jeden bok jest o 2 m dłuższy od drugiego 
boku, wynosi 288 m*. Obwód tej działki jest równy: 
A. 64 m, B. 68 m, C. 72 m, D. 76 m. 


Boki prostokąta P, o wymiarach 4 cm i 8 cm wydłużono o z cm i otrzymano 
prostokąt P; o polu równym 96 сш?. Przekątna prostokąta P, ma długość 
równą: 

A. 3V10 cm, В. 4v10 cm, C. 3V13 cm, D. 413 cm. 


mmm 16 1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Przed obowiązkową maturą z matematyki E 


HE Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Rozwiąż równanie тї — 3a? — 28 = 0. 


Zadanie 2 (2 pkt) 


Rozwiąż układ równań 


Zadanie 3 (2 pkt) 
Suma liczby a i potrojonej liczby b wynosi 12. Oblicz największą wartość 
iloczynu liczb a i b. 


HM Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 4 (5 pkt) 
Wskaż te rozwiązania równania r! — 1422 + 45 = 0, które spełniają warunek 
—30-5>0. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Dane są proste k: y = 2r + 2 oraz l: у = —2r — 5. Sprawdź, która z tych 
prostych ma więcej punktów wspólnych z parabolą у = т? + 42 + 3. 


[р] Zadanie 6 (5 pkt) 
Boki trapezu prostokątnego przedstawionego na rysunku obok 
spełniają warunki: z + y + z = 18 oraz z = 2x. Uzasadnij 
jeśli taki trapez ma największe możliwe pole, to jego obwód 
szy od 27. 


że 


jest nie mni 


Zadanie 7 (5 pkt) 

Suma długości wszystkich krawędzi prostopadłościanu, którego podstawą jest 
kwadrat, wynosi 48 cm. Oblicz największe pole powierzchni całkowitej takiego 
prostopadłościanu. 


Zadanie 8 (5 pkt) 

Rozpatrujemy prostokąty położone w I ćwiartce 
układu współrzędnych. Trzy wierzchołki tych prosto- 
kątów leżą na osiach układu współrzędnych, a czwar- 
ty leży na prostej у = —22 + 4 (rysunek obok). 


a) Podaj wzór opisujący pole prostokąta w zależności od współrzędnej zo 
punktu A. 

b) Który spośród tych prostokątów ma największe pole? Podaj współrzędne 
jego wierzchołków. 


Przed maturą 49 maz 


Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-3 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Oblicz sumę dodatnich pierwiastków równania 36: — 431° + 12 = 0. Zakoduj 
cyfrę jedności i dwie pierwsze cyfry po przecinku otrzymanej liczby. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Punkt (x1, y1) leży w пан ćwiartce чч współrzędnych i jest punktem 
wspólnym paraboli y 2 į prostej у = Zur +1. Zakoduj cyfrę jedności i dwie 
pierwsze cyfry po przecinku liczby z © y1- 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Niech mo będzie największą całkowitą wartością parametru m, dla której rów- 
nanie (m— 1)x? —3x +1 = 0 ma dwa różne pierwiastki. Zakoduj cyfrę jedności 
i dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby V3mo. 


[р] Zadanie 4 (5 pkt) 


Każdy księżyc zbudowany na boku prostokąta jest ogra- 
niczony okręgiem opisanym na tym prostokącie oraz 
okręgiem, którego środkiem jest środek danego boku. 
Wykaż, że jeśli obwód prostokąta jest równy 8 cm, to 
pole zacieniowanego obszaru jest nie większe niż 4 cm?. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 122 + z — 1 i g(z) = 4 — 2|z — 1|. Podaj 
rozwiązanie nierówności f(z) > g(a). 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f, która każdej liczbie rzeczywistej m przyporząd- 
kowuje liczbę rozwiązań równania (m — 1)? + (m — 1)r +2 = 0. 

Zadanie 7 (4 pkt) 

Dla jakich wartości parametru m równanie 22 + (m — Um + 4 = 0 ma dwa 
różne pierwiastki mniejsze od 4? 

Zadanie 8 (5 pkt) 

Dla jakich wartości parametru m równanie 22 — (3m = 
różne pierwiastki тү, 22 spełniające warunek |z, — 22 


тг + 6 = 0 ma dwa 
12? 


Zadanie 9 (4 pkt) 

Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów (k, т), dla których suma 
kwadratów dwóch różnych pierwiastków równania 22 + kz + = 0 jest 
równa 2. 


1. Zastosowania funkcji kwadratowej 


Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, służą do opisu wielu 


zjawisk. Na przykład zależność między liczbą obrotów na minutę silnika łodzi 


motorowej a jej prędkością można opisać za pomocą wielomianu. Na rysunkach 


poniżej przedstawiono wykresy przykładowych wielomianów. 


wa 52 


2.1. Stopień i współczynniki wielomianu 


Definicja 


Jednomianem stopnia n nazywamy funkcję у = ar”, gdzie a € Е \ {0}. 
пЄМм,. 

Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stała y = a, gdzie a Z 0. 

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, którego stopnia nie określamy. 
Liczbę a nazywamy współczynnikiem jednomianu. 


Ćwiczenie 1 
Czy poniższa funkcja jest jednomianem? Jeśli tak, to podaj jego stopień. 


d)y=cyr e) y= Vi? 


ych stopni nazywamy dwumianem, np.: 


dwumian trzeciego stopnia 
dwumian czwartego stopnia 
Sumę trzech jednomianów różnych stopni nazywamy trójmianem, np.: 
2 +22 +1 tróji 
515 — 2a? +4 trójmian szóstego stopnia 


ian drugiego stopnia (kwadratowy) 


Ogólnie sumę jednomianów nazywamy wielomianem, np.: 
y = 6r? — 9a" + 213-122 wi 


ósmego stopnia 

Zwróć uwagę na to, że stopniem wielomianu jest najwyższy stopień spośród 
stopni występujących w nim jednomianów. Wielomian jest zapisany w sposób 
uporządkowany, gdy jednomiany, których jest sumą, awione kolejno 
ższego stopnia do jednomianu najniższego stopnia. 


od jednomianu najwy: 


Definicja 


Funkcję zmiennej rzeczywistej z daną wzorem: 

ш(х) = aux" +a, 12" +... + ayr + ag 
gdzie a, #0, n € N4, nazywamy wielomianem stopnia n. 
Jednomian w stopnia 0 nazywamy też wielomianem stopnia 0. 
Jednomian zerowy (w = 0) nazywamy też wielomianem zerowym. 
Jednomiany występujące w wielomianie nazywamy też jego wyrazami. 
Liczby: ay, ay_1. --.104,09 nazywamy współczynnikami wielomianu. 
Współczynnik aç nazywamy wyrazem wolnym. 


Stopień wielomianu w oznaczamy przez st (w). 


2. Wielomiany 


Zauważ, że — zgodnie z definicją — wielomianem jest zarówno funkcja liniowa, 
jak i funkcja kwadratowa. 


Ćwiczenie 2 

Uporządkuj wielomian w i podaj jego stopień. 

a) w(x) =r +z? +25 —1-a7—a' с) ш(т) =3a'—2+60—a7+a"+2a* 
b) ш(х) = 22 2° +ża' г Bi d) w(x) =5- įr +21" — 19 +32? 


Przykład 1 
Wypisz współczynniki wielomianu w(x) = Aa! — 2x? + їл + 1 i podaj jego 
stopień. 


a4 = 5, as = 0, as = —2, а = % ао = 1, stopień wielomianu: st (w) = 4 


Ćwiczenie 3 
Wypisz współczynniki wielomianu w i podaj jego stopień. 
a) u(z) = —2z5 + z b) w(a)=x' — Ja” +° +a? +1 с) (z) = 210 


Ćwiczenie 4 
Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla którego: 


a) ug = а= –3,аз=а=0, b) an = (—1)” dlan=0,1,2,3,4. 


Przykład 2 

Oblicz wartości wielomianu w(x) = З! — 5x* — 7 dla: ж = 2, x = —2 i x = 0, 
w(2)=3-2'—5.23—7=3-16—5-8—7=48—40—7=1 

w(-2) =3-(-2)! —5-(-2)3-7=3-16—5-(-8)-7=48+40—7=81 
ш(0) =3-0—5-0-7=—7 


Zauważ, że wartość w(0) jest równa wyrazowi wolnemu wielomianu w. 


Ćwiczenie 5 

Oblicz wartości wielomianu w dla: r = 0, r =2i r = —2. 

a) w(x) = 223 — 1° +x — 4 c) w(x) = 25 — 22 +3r -2 
b) w(x) = 21 + 2a” — 6r + 1 d) w(x) = —a* + 2a — £ +3 


Ćwiczenie 6 
Oblicz wartości wielomianu w dla: z = —4 i z = 3. 
2) шш ——&®—55—ф 4 Бш) 


32:4 — 84% — 22+} 


2.1. Stopień i współczynniki wielomianu 53 mmm 


[р] 9. 


—— 


Zadania 


А 


Dane są wielomiany: u(x) = 21° — бт? + 0.12, v(x) = —622 + 4 + a”, 


wiel = ze + ni — za” — ga” — 1. Wskaż wśród nich wielomian: 


a) stopnia trzeciego, uporządkuj go i podaj współczynniki: as, аз, a) i ao, 
b) stopnia piątego, uporządkuj go, podaj współczynniki: as, ал, аз, аз, а\ 
i ag огах oblicz ich sumę (patrz zadanie 9.). 


q=-2ir=—3. 
z? — 4a? + 3a — 4 


= —z + 5z3 — 4r — 10 


Oblicz wartości wielomianu w dla: z = 0, r = 
a) w(x) = 3a" +x? — 2r —3 с) w(x) 


b) wiel = -21 + a? — 5r +2 d) (z) 


Punkty: P(1,a), Q(—1.b), R(2,c), S(3.d) należą do 
wykresu wielomianu w(x) = z! — ża? — Ha? +3r +4 
(rysunek obok). Wyznacz współrzędne: a,b,c i d. 
Które z punktów: P, Q należą do wykresu wielo- 
mianu u? 

a) u(z) = 2х9 — 322 — 5x +1, P(-2,7), Q(2,—5) 
b) u(z) = 42° — 222 +30+3, P(3,2), Q(-3,—1) 


Oblicz współczynnik a wielomianu w, jeśli: 
a) w(x) =ar? +r +1, w(1)=3, с) w(x) = 2° +ar? +3, w(—4) = 3, 
b) w(x) = 322 — a? +a, w(3)=0, d) w(z) = oi +4r +2, w(2) = —6. 
Oblicz współczynniki a i b wielomianu w, jeśli: 

a) w(x) = —3a* + ax? + br + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20, 

b) w(x) = z + aa? + bz2 +2, w(-3) = 11, w(1) = 7. 

Określ stopień wielomianu w w zależności od parametru m. 

a) w(x) = (m? — 4)а° + (m +2)z3 + £ 

b) w(x) = (m? + Ат) + mazi — т? 

Podaj wielomian stopnia 4., którego współczynniki: ag, ay, аз, аз, ад SĄ ta- 
kimi liczbami, że każda następna jest dwukrotnie większa od poprzedniej, 
a suma wszystkich jest równa 1. 

Uzasadnij, że suma współczynników dowolnego wielomianu w jest równa 
w(1). Oblicz sumę współczynników wielomianu w. 

a) w(x) = (2° — 27)(222 + 112)(22 — 1) b) w(x) = (2z3 — 5x + 2101 


2. Wielomiany 


2.2. Dodawanie i odejmowanie 
wielomianów 


Aby wyznaczyć sumę wielomianów, dodajemy wyrazy podobne występujące 
w tych wielomianach. Suma wielomianów jest wielomianem. 


Przykład 1 
Wyznacz sumę wielomianów: 
щт) = 221 + 92 — 622 +3r—5 i u(z) Aaf 212 -x 


u(x) + w(x) = (221 + 92° — 6a? + 3a — 5) + (—3z3 + 2122 — z) = 
= 22 + 912 — 6z2 + 3z — 5 — 322 + 222 
= 2т* + 6r’ — 4a? + 2x — 5 


Ćwiczenie 1 
Wyznacz sumę wielomianów u i w. Podaj stopień wielomianu u, wielomianu w 
oraz stopień ich sumy. 

a) u(x) = 172! — 14102 + 7z —5, w(a) = 
b) u(x) = 927 — 1322 


ai + Ma? — 5r +5 
+1022 —2, ш(т) = —9z? + Bai — 1222 +7 


Ćwiczenie 2 
Podaj przykłady wielomianów u i w takich, że st (u) = 4, st (w) = 4 oraz: 


a) st (u +w) = 4, c) st(u+ w) = 2, е) st (u + u) = 0. 
b) st (u +w) =3, d) st (и +w) = 1, 
Twierdzenie 


Jeśli wielomiany: u, w oraz u + w są niezerowe i st (u) < st (w), to: 
st (u + w) < st (w) 


Przykład 2 

Wyznacz sumę wielomianów u(x) = 81° + 522 – 7x i ш(т) = —8z3 — 5r? + 7x. 
u(x) + w(x) = 8a? + 52? — Ta — 8a? — Sa? + Tr =0 

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym. 

Ćwiczenie 3 

Dany jest wielomian u(x) = а„т" + ap 12"! +... + aga? + аут + ag. Со 


można powiedzieć o współczynnikach wielomianu w, jeśli u + w jest wielomia- 
nem zerowym? 


2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianów 


Aby wyznaczyć różnicę wielomianów, odejmujemy od wyrazów pierwszego 
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Różnica wie- 
lomianów jest wielomianem. 


Przykład 3 
Dane są wielomiany u(x) = Gol — 33 + 2a? — 3 i w(x) = 41 + Zei — 5. 
Wyznacz różnicę u — w. 
Sn Zmieniatny 
u(x) — w(z) = (бх? — Зт® + 2a? — 3) — (Arzt + 22° — x? — 5a) = аа рал 
= 611 — 3:9 + 222 — 3 — dr! — 213 + д2 Bt  ynników 


wielomianu w. 
= An — Bai + 3a + 5a — 3 
Ćwiczenie 4 
Wyznacz różnicę u — w. Podaj stopnie wielomianów: u, w i u — w. 
a) u(x) = 529 +2z° + 4т*+2т+1, ш(т) = —2a* — бї + іг } 
b) u(x) = 429 + Änt — Zi + 1, w(x) = 0,75z — 0,2х* + 0,1252? 


Przykład 4 
Dane są wielomiany f(x) = 33 
Wyznacz wielomian h(r) = 


h(x) = 3(3т* — 2х5 — 


5т* +a* — 2a? + т. 


Mnożymy każdy 
wyraz wielomianu f 


lr? + 1) — 2(5т* + z3 — 2a? 


= 921 — 6r? — д2 +3— 1021 — 21° + 412 —3r = przez 3 i każdy 
= kas wyraz wielomianu g 
= — Bai + 312 — 30 + 3 przez —2. 


Ćwiczenie 5 

Wyznacz wielomian A(x) = 3f(x) — 4g(z). Oblicz h(—1). 

a) f(x) = —2a* + 42° — 8r +5, g(z) = a" — 20 + 3a" — бт +2 
b) f(z) = 2х®— Gz! — 22+ de, g(x) = 1,525 — z! +312 632-1 


Ćwiczenie 6 Y 
Na rysunku obok przedstawiono wykresy 
wielomianów /(т) = 2 — 2a? + r + 1 oraz 
g(x) = z! — 3r? + 2a?” — 1. 

a) Czy punkt P(1, —2) należy do wykresu 
wielomianu u(x) = 2f (x) + 49(2)? 

b) Niech w(x) = 2f(x) —3g(x). Dla jakiej 
wartości współrzędnej a punkt Q(0, a) na- 
leży do wykresu wielomianu w? 


2. Wielomiany 


Oprócz wielomianów jednej zmiennej rozpatruje się również wielomiany wielu 
zmiennych, np.: 

wi, ul = 3:32 — Тт?у% — ту — Ży* jest wielomianem dwóch zmiennych, 
wl, y, zl = 9ry?z + da?y*2* + буг jest wielomianem trzech zmiennych. 


Przykład 5 

Podaj wielomian opisujący pole powierzchni całkowitej 
oraz wielomian opisujący objętość prostopadłościanu 
o krawędziach długości x, y, z (rysunek obok). 


Р(2,у, 2) = 22у + 222 + Żyz jest wielomianem trzech 
zmiennych opisującym pole powierzchni całkowitej pro- 
stopadłościanu. Objętość tego prostopadłościanu opi- 
suje wielomian V(z,y, z) = туг. 


Wyrazy wielomianu wielu zmiennych są podobne, gdy odpowiednie zmienne 
występują, w nich w tych samych potęgach. Wyrazami podobnymi są na przy- 
kład 42372 i 6xy?. Aby wyznaczyć sumę (różnicę) wielomianów wielu zmien- 
nych, Мау dodać (odjąć) wyrazy podobne tych wielomianów. 


Przykład 6 
a) Wyznacz sumę wielomianów u i w. 


wl, у) = 32y + бту? — 42у, w(a,y) = 5z + Ат?у + ry +2 
u(a,y) + ш(а, у) = 3a?y + бту? — Ату + Sry” + day + ту+ 2 = 
= Tay + Sry” + бту? — Bzy + 2 


b) Wyznacz różnicę wielomianów u i w. 


u(2,y;2) = Brya — deng. w(z,y,2) ef — dry A 
u(x. y, z) — w(x, y, 2) = 522222 — ryz? — Bay 2 + 3ryz? — Zus 
= Safe — See — wys? — 2y2? 


Ćwiczenie 7 
Wyznacz sumę i różnicę wielomianów u i w. 


a) u(x, ul = Ат%у? — Jay? + 2z +2, w(a,y) = Зт?у% — 6r?y? — бту — 3 
b) u(z,y) = zty + Aein — Aen? +1, ш(т,у) = Ain + Zei — z + 4 


Ćwiczenie 8 

Wyznacz sumę i różnicę wielomianów u i w. 

a) u(x, y,2) = dry?2* — Ga?y z — czyż”, ml, y, z) = zy?2* + бт?уг? + Auch 
b) u(z,u,z) = 822у + 6zz2 — 4у22 — у22, ш(т,у,г) = 8022 + 422 — Byż? + 23 


2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianów 


Zadania 


18 


Wyznacz sumę f + g oraz różnicę f — g wielomianów f i g. 
112 — 20 +2 


Ar +312 + х% — Зт° 


-221 +$? +4, ais 
212 A Är 1° +2, g(x) 


с) f(x) = Ai +217 — 5+ 4r, g(z) = —3r +1" — 217 +2 


119 +221 +23 — 


Wyznacz wielomiany w(x) = 2f (x) — 3g(z) oraz u(x) = 1g(z) — 1/(ш). 
Podaj stopień oraz sumę współczynników każdego z tych wielomianów. 


а) f(a) =x" + ta? +3, g(z) = —2r'+ 5 +2 

b) f(x) = За + ба? — Өт, g(x) = 2х5 + 42° — 41° 

Wiadomo, że f(x) = u(x) + 2ш(т), g(x) = 2u(z) — 3 (z), gdzie u i w są 
pewnymi wielomianami. Oblicz: 

a) f(5) i g(5),gdy u(5)=7 i w(5) = —2, 

b) f(-3) i g(-3). gdy u(—3)=—4 i w(—3) = —6, 

c) u(-3) i w(-1), gdy f(-}) = -9 i g(-4) = 13. 


Co można powiedzieć o stopniu sumy wielomianów p i q, jeśli: 


a) st (p) =5, st (q) = 4, с) st (p) = m, st (q) = n? 

b) st (p) = 5, st (q) = 5, 

Określ stopień wielomianu u + w w zależności od parametru a. 
a) u(x) = Zei — 3z +6, w(x) = ax’ + 5a? +4 

b) u(z) = Af — ат + 2z2 — a, ш(т) = —3a" — 62° — 222 +9 

c) u(z) = (a + 1)z3 — z? + 4a, w(x) = (a? — Ui + 22 +3 


Określ stopień wielomianu u + w w zależności od parametrów a i b. 

a) u(z) = ах +27 —6, w(x) = ba” + Та + z +2 

b) u(x) = ax? + 3a? +4, u(z) = 327 — ba? — 5x +6 

с) u(x) = (a + 1)z! — ba” + 2a? + 1, 
ш(х) = (—1 — br! — 4a3 — 222 + 9z 


Na rysunku obok przedstawiono wykresy 
wielomianów f(x) = x, g(x) = т? oraz 
Һа) = p: f(x) +q-9(2). 
a) Oblicz wartości p i q. 
b) Naszkicuj wykres wielomianu: 

k(x) = 2h(x) + 4g(z) 


2. Wielomiany 


8. Oblicz wartość wielomianu w dla podanych wartości z i y. 


a) win, ul = 12 — Buy ady, z = —2, y = 3 


b) w(z,y) = 2° — ay — iry? — Zant, z=2,y A 

9. Wyznacz sumę u+w oraz różnicę u—w wielomianów u i w. Oblicz wartości 
sumy i różnicy dla z = —2 i y = 3. 
a) u(z,y) = Ain — Bey” 
b) wie, ul = jay + $y? 


+z, u(z,y) = zy — ay + ту? 


ay, ш(т,у) = ¿zi — ay? + Ain 
10. Zapisz wielomian P opisujący sumę pól figur F}, F; i F} w zależności od 


długości z i y. > w 


H 


Е у 
т А D P v y D 


D FEST 
11. Dla której trójki liczb, P czy Q, wartość wielomianu w jest większa? 


a) w(z,y, z) = 2z2yz — 4туз? + Sry? — 6z т=1 GEJ 


b) w(a,y, z) = 205° +252: — Зву: + z Р{у=-1 04 у= 
1 


с) w(z,y, z) = 1025 — ryz? + gaży'z+1 2=1 =-1 


Stopień jednomianu wielu zmiennych jest sumą wykładników zmiennych 
w nim występujących. Na przykład jednomian r?y* ma stopień równy 5, 
a jednomian zz! ma stopień równy 8. 

Stopień wielomianu wielu zmiennych jest równy największemu spośród 
stopni występujących w nim jednomianów. 

Wielomian u(z,y) = 6x*y? — 8132 + 122! + 32° jest stopnia 6. 
Wielomian w(z,y, 2) = —3zi25 + 4rtyz* — 206° + Taz” jest stopnia 9. 


12. Wyznacz wielomian v(r,y, 2) = 2u(z,y,z) — Зи(а, у, 2) oraz określ jego 
stopień. 
a) u(z,y, sl = 122422 + ®т?уг — wyż”, w(a,y, zl = 2z2g22 — yz + туг 
b) u(z,u,z) = 22822 — 2у22? + туз. w(r,y,z) = ryz" — ryz — 2у:? 


13. Dany jest prostopadłościan o krawędziach długości r, y, z oraz prosto- 
padłościan o krawędziach długości z + 1, у + 2, z + 3. Podaj wielomian 


opisujący sumę pól powierzchni całkowitych tych prostopadłościanów. 


2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianów 


2.3. Mnożenie wielomianów 


` iloczyn wielomianów, mnożymy każdy 
z każdy wyraz drugiego wielomianu. Iloc 
wielomianem. 


yraz pierwszego wie- 
yn wielomianów jest 


Przykład 1 
Wyznacz iloczyn wielomianów u(x) = 22 — 3 i (т) = 22 — 2r +2. 


u(x): (т) = FPM = 2z(z2 — 2r +2) — 3(z2 — 25 +2) = 
SZ =+ — 4a? + 4z — 322 + 6z —6= 


= 2r’ — Ta” + 10r — 6 


ego przez wielomian stop- 
iego. 


W wyniku pomnożenia wielomianu stopnia pierws 
nia drugiego otrzymaliśmy wielomian stopnia trz 


Twierdzenie 


Iloczyn wielomianów stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m+n. 
st (w - v) = st (w) + st (v) 


Ćwiczenie 1 
Wyznacz iloczyn wielomianów u i w. Podaj stopień otrzymanego wielomianu. 


a) u(z) =z3, ш(т) it Ae —r-1 с) u(r)=r-1,w(aj=a?+x+1 
b) u(z) = 22 — 1, w(a) =т+1 d) u(r) =5-3r+a?, w(a) = 
Przykład 2 


Wyznacz wielomian zmiennej т opisujący objętość pro- 
stopadłościanu przedstawionego na rysunku obok. 
Długości krawędzi prostopadłościanu są liczbami dodat- 
nimi, zatem zakładamy, że: 

2т-1>0 

т+4>0 суунт>} 

2r+3>0 


Букове Нево prostopadłościanu wyraża się wzorem: 
Viel = (2z— 1)(e +4)(2e +3) = (222 +8: — 1 — 4)(2z +3) = 
= (212 +72 — 4)(2z + 3) = 41° + 6a” + 14a” + 21a — Ba — 12 
Viel = de + 2022 + 13r — 12 opisuje objętość prostopadłościanu dla z > 1. 


2. Wielomiany 


Ćwiczenie 2 

Wyznacz wielomian zmiennej z opisujący objętość prostopadłościanu o kra- 
wędziach: a, b, c. 

Lb=r+l,c=z с) a=2r+1,b=le+1,c=2r-1 
x+3,b=x1+3,c 9 


a)a= 
ba=z+1,b=c+2c=c+3 d) a 


Mnożenie wielomianów wielu zmiennych przebiega analogicznie do mnoże- 
nia wielomianów jednej zmiennej. Aby wyznaczyć iloczyn wielomianów wielu 
zmiennych, mnożymy każdy wyraz pierwszego wielomianu przez każdy wyraz 
drugiego wielomianu. 


Przykład 3 
Wyznacz iloczyn wielomianów ui, ul = 22 — 2y i w(z,y) = 212 + у? — By. 
nl, ul. w(a,y) = (a? — 2y) - (222 +y? — Зу) = 

= z2(2z2 + ° — Зу) — Ży(2a* + y? — 3y) = 

= 2т* + ay? — Jay — day — 2y’ + бу? = 

= 211 + ay? — Ta?y — 2у% + бу? 


Ćwiczenie 3 
Wyznacz iloczyn wielomianów u i w. 


a) win, ul = zy — 22°, ш(т,у) = 22° 
b) u(z,y) = ry? — Ze + 1, w(z,y) 
с) u(e,y) = 422 +3ry? — Zry, w(a,y) = 2242 — Злу + zy 


Ćwiczenie 4 
Wyznacz iloczyn wielomianów u i w. 


a) u(r,y,z) = а2у +222 +yz, w(a,y,z) = ryz — yz 
b) u(r,y,z) = Зву — 4тг? +y°z, w(r,y,z) = а?у — zy? +22 
с) (2,0,2) = zy? +2ryz? — туг, w(z,y,z) = 22 +2у1+ 322 


Zadania 


1. Wyznacz iloczyn. Podaj współczynnik przy najwyższej potędze oraz wyraz 
wolny otrzymanego wielomianu. 


a) (2x — 1)(a* — 312 + Ta) d) (6 322 — 2a*)(a* — dr +1) 
b) (x? + 2)(4x? — 3z + 4) е) (23 + įr +1)(a? — z — 1) 
с) (a? — z)(2zt — z +1) f) Dën — 21)(у2 + z + 4z2) 


2.3. Mnożenie wielomianów ` 61 mmm 


10. 


Podaj stopień, współczynnik przy najwyższej potędze oraz wyraz wolny 
wielomianu w bez wykonywania mnożenia wielomianów. 

a) w(x) = (z — 1)(1 — z + т?) d) w(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3) 

b) w(x) = (3x — 2)(2х2®— +3) е) w(x) = (1 — 2z)(1 + z)(3z2 + 2) 

c) w(x) = (1 —z2)(1—z2 + 425) f) w(z) = (412 + 1)(1 — 22)(6 — Зх) 


Wyznacz wielomian vz) = [ш(2)]? i podaj jego stopień. 
a) w(x) = z? — 412 +3 b) w(a) = /2z2 +r—2Y2 


Wyznacz wielomiany f(x) = u(x) : w(x) oraz g(x) = [u(x)]? — w(z). 
a) u(z) =a?+3r—1, ш(т) = z! — 6r’ — 2a? 

b) u(z)=r'-2*+1, u(z) = —6z3 + 222 — 1 

с) u(z) =z3 — z2 +z + 1, w(x) = За? — 2a +1 


Wyznacz wielomian zmiennej т opisujący pole powierzchni całkowitej pro- 
stopadłościanu o krawędziach: a, b, c. 
a)a=xr+1,b=«+2,c=2:—4 b)a=a*+4,b=1+2,c= 


= 
Dla jakich wartości parametrów m i n wielomiany u i w mają te same 
współczynniki przy odpowiednich potęgach? 

(z) = (x? — 3x + 1)(22 + 4z), w(x) = z + ma + na” + 4a 

(22 — 2e')(2a? — z +1), w(x) = ma* + 205 + пті — a” + a? 

с) u(z) = (z? + 2z)(z2 — 2a*), w(x) = (m + 1)z? + (2n — 1)z5 + 24% 


Wyznacz wielomian v(x, y) = [u(r,y)]? — 2ш(т, у). 

a) win, ul = 2z2 — ry, ш(т,у) = Gr*y? — Za?y? + у% 

b) u(x,y) = 31y + 220°. wl, ul = 2z3 + 4т%у? + Bay? — z 
Wyznacz iloczyn. 

а) (Zaży + Ae We — y — 4) 9) (x +y)(z° +02) (29 +1?) 

b) (z +y)(r — 2y)(r=zy+y?) d) (V2z— VBy)(2a? + Убу + 342) 
Wyznacz iloczyn. 

a) (z — 2y)(y — 22)(2 — 21) с) (2x — y)(3y + 2z)(2z + y)(By — 22) 
b) (z +y + z)(z —y — z) d) (z + zy + zyz)(1 + z — у) 
Wyznacz wielomian zmiennych z, y, z opisujący różnicę objętości prosto- 
padłościanu o krawędziach: r +1, y+2, z +3 i objętości prostopadłościanu 
о krawędziach: x + 1, y +1, z +1. 


2. Wielomiany 


Powierzchnie 


Funkcja f dwóch zmiennych to funkcja, której argumentami są pary liczb 
rzeczywistych (x, y), a wartościami — liczby rzeczywiste z. Wykres funkcji 
z = f(x, y) jest powierzchnią w trójwymiarowym układzie współrzędnych. 


Wielomiany 


Funkcja dwóch zmiennych może być wielomianem. 
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu 
funkcji określonej równaniem: 


Хх, у= x° + у? 


Wykresem tej funkcji jest powierzchnia nosząca 
nazwę paraboloidy obrotowej. Zwróć uwagę 

na to, że część wspólna tej paraboloidy i płaszczyzny 
OYZ jest parabolą o równaniu z = y?, a część 
wspólna paraboloidy i płaszczyzny OXZ ~ parabolą 
o równaniu z = x°. 


Poniżej przedstawiono inne przykłady powierzchni, które sa wykresami wielomianów dwóch zmiennych. 


fix. у) = ху? — xy f(x. у) = х^у? - 10 ху? - у? 


2.4. Wzory skróconego mnożenia 


Twierdzenie 
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b: 
(a +b)? = а? + 3a2b + 3ab? + b? sześcian sumy 


(a — b)? = а? — 3a?b + За? — b? sześcian różnicy 


Dowód wzoru na sześcian sumy 

(a +b)? = (a + b)?(a + b) = (a? + 2ab + b*)(a + b) = 
= a? + a?b + 2a?b + 2ab? + ab? + = 
= а? + 3a*b + За? + b” 

[р] Ćwiczenie 1 

Wyprowadź wzór na sześcian różnicy, korzy- 

stając z tego, że: b 

a) (a — b)? = (a — b)?(a — b), b 

b) (a — b)? = (a + (—b))8. 


Przykład 1 a 
Zapisz (x + 2)$ w postaci sumy algebraicznej. 
(+ 
= +3. EDIT +2)" 
= 18 + 6z2 +122 +8 


п 
Na rysunku przedstawiono 
interpretację geometryczną 
wzoru na sześcian sumy. 


Ćwiczenie 2 
Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 


a) (z +1)° с) (z +3)° e) (2z +3)? g) (Br + 1)3 
b) (z — 1)3 d) (z — 4)3 f) (2r—1)3 h) (1-32)* 
Przykład 2 


Oblicz (2 — v3)*. 

(2-3)? = 2*—3.27./3+3-2-(V3)—(V3)* = 8—12V3+18—3V3 = 26—15V3 
Ćwiczenie 3 

Oblicz. 

а) (2+ у2)? с) (3 — v3)* e) (1+2Y5)* в) (V2 + /3)3 
b) (V5— 1) d) (V2 — 4)3 f) (2v3 — 3} h) (V3— v6)3 


mm 64 2. Wielomiany 


Twierdzenie 
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b: 
а? + bš = (a + b)(a? — ab + b*) suma sześcianów 
a? — b? = (a — b)(a? +ab +b?) różnica sześcianów 


[р] Ćwiczenie 4 
Wyprowadź wzory na sumę sześcianów i różnicę sześcianów. 


Ćwiczenie 5 
Zapisz w postaciistimy algebraicznej. 


a) (z + 2)(z2 — 2z + 4) d) Lei — 6x + 36)(z + 6) 
b) (z — 1)(22 +z + 1) e) (z — 8)(z2 + 8r + 64) 
e) (z? — z +1)(1 + z) f) (222 — 1)(4z! + 2a? + 1) 
Przykład 3 


Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 
а) (z —2)(r + 2)(2* + da? + 16) = 


= (a? — 4)(т* + 4a? + 16) = Korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów. 


= (22)? — 43 = 1° — 64 Korzystamy ze wzoru na różnicę sześcianów. 


b) (V3r + 1)(V3z — Ui + 3a? + 1) = 


= (3a? — 1)(92* + 3a? + 1) = Korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów. 


= (3a?) — 1 = 2725 — 1 Korzystamy ze wzoru na różnicę sześcianów. 


Ćwiczenie 6 

Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 

a) (z — 1)(r + 1)(x* + т? + 1) с) ((r +2)? — 4r)(ax! — 4a? + 16) 
b) (3 + z)(3 — z)(z! + 9z2 + 81) а) (2x + 5)2(4z2 — 202 + 25) 


[р] Ćwiczenie 7 


Wykaż prawdziwość podanego | D dowolnych a € R i n > 2: 


obok wzoru dla n = 5. (а—1)(а"-1+а"-?+...+а?+а+1) = a"—1 


Ćwiczenie 8 
Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 


a) (z — 1)(1 +z + z2 + z3) c) (z+? ta” z+ 1)(z —1)(z2°+1) 
b) (1? +r! +r? +22 +r +1)(£x—1) 4) (23 +22 +z +1)(z2— 1)(x — 1) 


2.4. Wzory skróconego mnożenia 


Zarówno wzór а" — 1 = (a — 1)(a”"' +a"? +... +a? +a + 1), jak i wzór na 
różnicę sześcianów a? —b* = (а —b)(a? +ab+ b°) są szczególnymi przypadkami 
poniższego wzoru. 
Twierdzenie 
Dla n > 2 różnica n-tych potęg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraża 
się wzorem: 
a" — b" = (а – 0)(а"% +a"? -b+a"™® b? +... +a? -b" 3 +a-b" +b") 


[р] Ćwiczenie 9 


Uzasadnij prawdziwość podanego wyżej wzoru dla: 
a) n=4, b) п= 5. 


Ćwiczenie 10 
Zapisz w-postaci sumy algebraicznej. 
а) (z — 3)(z3 + 3a? + 9z + 27) b) (2—2) (21 + 229 + dr? + 8x +16) 


Zadania 


1. Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 
a) (er A с) (z —2)° e) (2z +1)° g) (z — v3’ 
b) (z +5)° d) (z —3)° f) (6z— 1)* h) (z + v3)? 
2. Oblicz objętość sześcianu o krawędzi a. 


aja=y2-1 Ы) а=3+у2 c)a=2/5-1 das ët 


3. Oblicz. 
a) (1+v3)*+ (1 — V2)* e) (2V3—1)* – (2у3+1)° 
b) (4+ v2)* — (4— V2)* 4) (V5— vV2)* + (V5 + /2)% 


4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 
а) (2r+y)> е) (Br+2y)* е) (+j) g) (VSz +y)? 


b) (x-2)? 9) (00-30) D (e-ży)” ы (еу) 


5. a) Oblicz sumę objętości sześcianu o krawędzi długości 2x + Ży i sześcianu 
o krawędzi długości 2r + Зу. 


b) Oblicz różnicę objętości sześcianu o krawędzi długości Зл +y i sz 
o krawędzi długości r + Зу. 


2. Wielomiany 


[р] 10. 


1. 


13. 


Zapisz w postaci sumy algebraicznej. 
a) (z + 5)2(z2 — 5a + 25) с) (än — 1)2(9z2 + 3x + 1) 
b) (z? + 52 + 25)(z — 5)? d) (z — 1)(z2 + z + 1)(z2 + 1) 


Oblicz wartość wyrażenia: 

a) (z + v2)(x — /2)(х* + 2x? + 4) dla z = OH. 

b) (922 — 62+ 4)(3z + 2) dla z = 4-3, 

с) (z — v5)? — 2л(т + 5)(z — 5) + (z + V5)* dla z = +, 

d) (z + /5)(22 — Vór +5) — (V5 — x)(x? + V5z +5) dla z = VA. 
Rozwiąż równanie. 

a) (z +3)(2— 3x +9) =z3 +z с) (422 + 2r + 1)(2z — 1) = 26 
b) (z —4)(z2 +4x + 16)=z2+8r d) (122 - r+4)(1e +2) = —9 
Skróé ulamek. 


(а-1)(а%+а2+а+1) (at+a3+a2+a+l)(a2-1) 


L 
8 a2+1 p) a5-1 


а#1 
Uzasadnij prawdziwość wzoru. 

а) aš — b° = (a — b)(a + b)(a? + 0) (а + b*) 

b) a? — b? = (a — b)(a2 + ab + 02) (а% + a3b + b°) 


Przedstaw wielomian jako iloczyn czynników stopnia co najwyżej drugiego. 
a) а — b° *b) of + bŠ 


Uzasadnij, że dla dowolnego n € N liczba: 


a) 4" — 1 jest podzielna przez 3, b) 7” — 1 jest podzielna przez б. 


Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Aa? 3 2 
1___1_ (9) +208+2* _ Korzystamy ze wzoru 
39-2 ў9-2 (39) + 2164 22 na różnicę sześcianów. 


Y81+205+4 _ V81+2)044 з y 
= = R  =3V3+2V9+4 
"(aja Se V3+2V0+ 


Usuń niewymierność z mianownika. 


a) 1 b) 5 c) 10 d) 11 
Y2+1 2-93 93+ 02 3-2%2 


2.4. Wzory skróconego mnożenia 


Trójkąt Pascala 


Wzory skróconego mnożenia: 
(a + b)? = a? + 2ab +b? 

(a + b)? = аз + 3a?b + За? + b? 
są szczególnymi przypadkami wzoru dwumianowego Newtona (zwanego też 
dwumianem Newtona) pozwalającego wyznaczyć (a+b)" dla dowolnego n € N. 
Będzie on szczegółowo omówiony w dalszym toku nauki. 
Współczynniki liczbowe występujące w rozwinięciu (a + b)" możemy znaleźć 
w kolejnych wierszach trójkąta Pascala. 


п=0 1 

п=1 L A 

n=2 1 2 1 

n=3 33 1 
n=4 4 6 41 
n=5 10 10 5 1 
п= 6б 1 15 20 15 61 


п=7 1 7 21 35 35 21 7 1 
n=s 1 8 28 56 70 56 28 8 1 


Każda liczba w trójkącie Pascala (z wyjątkiem skrajnych, które są jedynkami) 
jest sumą dwóch liczb znajdują ję nad nią (np. na n = 8 mamy: 8 = 1+7, 
28 = 7 + 21, 56 = 21 + 35, 70 = 35 + 35). 

Odpowiednie wzory skróconego mnożenia: 

(a +b)! =a+b 

(a + b)? = a? + 2ab +b? 

(a + b)? = а? + 3a2b + Bab? + b° 

(a + b)! = a! + 4а%Ь + 6a?b* + 4ab* + b! 

(a + b) = a5 + 5a*b + 10а%Ь? + 10a?b* + 5ab* + b 

(a + b)? = a? + ба®Ь + 15a'b* + 20а? + 15a*b* + ба? + b° 


1. Podaj wzory na: 
a) (a +b)”, b) (a — b)”, с) (a +b), d) (a — b). 


2. Wyznacz wiersze trójkąta Pascala dla n = 9 i n = 10 oraz podaj wzory па 
(a+b)? i (a +b)". 


3. Korzystając z odpowiednich wzorów skróconego mnożenia, oblicz: 


a) (NÉI,  b)(VB-14, e) (VZ+1%,  d)(V3-1). 


2. Wielomiany 


2.5. Rozkład wielomianu na czynniki (1) 


Przedstawienie wielomianu jako iloczynu dwóch lub więcej wielomianów na- 
zywamy rozkładem wielomianu na czynniki. 


Przykład 1 

Rozłóż wielomian w(x) = 122° — 8z na czynniki. 

ш(х) = 1215 — 8a! = 4z1(3z — 2) Wyłączamy Je! przed nawias. 
Zauważ, że wielomian w został już rozłożony na czynniki liniowe (stopnia 


pierwszego), ponieważ można go zapisać jako (z) = 4-0: «1 (3z — 2). 
Przykład 2 

Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) w(x) = zê — 6z5 + 921 = г\(х? — 6z +9) = Wyłączamy 24 przed nawias. 


(z — 3)? Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a? — Зар + b? 


b) w(x) = 25 — 16r = z(x* — 16) = Wyłączamy przed nawias. 
= z(a? — 4)(a? + 4) = 

(т — 2)(z + 2)(z22 + 4) 

Zauważ, że czynnika т? + 4 nie można rozłożyć na czynniki liniowe. 


ie korzystamy ze wzoru 
(а — b)(a + b), 


с) w(x) = 6z5 — z + z3 = z3(6z2 — r + 1) Wyłączamy 2? przed nawias. 


Czynnik 6z? — r + 1 jest trójmianem kwadratowym, którego nie można rozło- 
na czynniki liniowe, gdyż A = —23 < 0. 


Podstawowe twierdzenie algebry 


Każdy niezerowy wielomian można przedstawić jako iloczyn czynników 
stopnia co najwyżej drugiego. 


Rozkład wielomianu na czynniki stopnia co najwyżej drugiego zawsze ist- 
nieje, natomiast nie zawsze potrafimy go wyznaczyć — czasem jest to zbyt 
skomplikowane obliczeniowo, a czasem niemożliwe (w przypadku niektórych 
wielomianów stopnia większego od 4). 


Ćwiczenie 1 
Rozłóż wielomian w na czynniki. 


r) = 24 — 723 e) w(x) = 6z3 + 12z2 + бт 
18z3 + 30x? f) w(x) = —Зт*% + 122° — 12a? 
21° — 8г% g) w(x) = —27z5 + 18z5 — Au 
r) = —54z2 + 36z2 h) ш(х) = a а? +z 


І 


2.5. Rozkład wielomianu na czynniki (1) 


[р] Ćwiczenie 2 


— 


Rozłóż wielomian w na czynniki. Jeżeli w rozkładzie pojawi się czynnik stopnia 
drugiego, uzasadnij, że nie da się go rozłożyć na czynniki liniowe. 


a) w(x) = 32° + 122 e) w(x) = Te" — 5110 +29 

b) u(z) = Aaf + ża! f) w(x) = 115 + 25 + 224 

с) w(x) = —6z5 — 422° g) w(x) = —4a7 + 32 — 7x? 

d) w(x) = —VŻx" — ëch h) (z) = 3V/2 — 2V3 x + Vör? 
Przyklad 3 


Rozłóż wielomian w(x) = 4z5 + 3a! — x° na czynniki. 


w(x) = 28(412 + 3a — 1) Wyłączamy z* przed nawias. 


Obliczamy pierwiastki trójmianu kwadratowego 42? + 3a — 1: 
A=37-4-4-(-1) = 25 


Zatem trójmian ten możemy zapisać w postaci iloczynowej: 
4a? + 3a — 1 =4(r + 1)(a — 1) 
czyli wielomian w można przedstawić w postaci iloczynu czynników liniowych: 
w(x) = 4a* (z + 1)(z — 3) 
Ćwiczenie 3 
Rozłóż wielomian w na czynniki. 


a) w(x) = т* — 2a? — 3a? e) ш(т) = —2a* + 2022 — 105 
b) u(z) = 225 — z! — a* f) шх) = zt — 3z3 + 522 
c) ш(х) = —2a* — a? + бт g) w(x) = 2125 — 4z + x? 


d) wiel = 202° + 140 + 223 h) w(x) = 425 — 1225 + a! 


Czy wiesz, ze... 
W 1799 r. Carl Friedrich Gauss [czyt. karl fridriš gals] (1777-1855) po- 
dał dowód podstawowego twierdzenia algebry. Ze względu na swe wybitne 
osiągnięcia Gauss zyskał przydomek „princeps mathe- 
maticorum” [czyt. princeps matematikorum] (książę 
matematyków). Jako dziewiętnastoletni student, Gauss 
wykazał możliwość konstrukcji (za pomocą cyrkla i li- 
nijki) siecdemnastokąta foremnego. Życzył sobie, by zo- 
stał on wyryty na jego nagrobku, ale jego życzenie nie 
zostało spełnione. 


2. Wielomiany 


Zadania 


E 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) w(x) = 41° — ja b) w(x) = 16z5 — 41° c) w(x) = Zi — 6r? 
Wyłącz przed nawias wskazany czynnik. Sprawdź, czy otrzymany w na- 
wiasie trójmian kwadratowy można rozłożyć na czynniki liniowe. Jeśli tak, 
to podaj rozkład wielomianu w na czynniki liniowe. 

5 Zei + 513, z d) w(x) =6r' + 32° — 322, 622 
— 13 — 622, а? e) w(x) = 6z3 — 15r? + 9z, 6: 


a) u(z) = 


c) w(x) = 2z5 — 425 + 212*, Zei 

Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) ail = 2! bei +62? g) w(2) = (a? — 3r + 2)(a? — 2z — 3) 

b) w(z) = 22° — 9a? — 5x h) (z) — 3a — 4)(z2 + 5z + 4) 

c) ш(т) = —6z5 + 5z! — 2° i) w(z) = (2a? — 5x — 3)(2х? — Тт + 3) 
d) w(x) = z +3a* + 4т? j) w(z) = (а? +x? — 2т)(т% +222 — 150) 
е) w(x) = + VŽ? + z k) w(x) = (zt +a* —6z2)(z25 +2z + 323) 
f) w(x) = –1125 + ё" +325 1) w(a) =(a* — 3z2+2Ü)(z2+4z+1) 


Sumę kwadratów kolejnych liczb naturalnych można wyrazić wzorem: 
12 +22 +32 +... Hn? = in? + in? + in 

а) Rozłóż wielomian S(n) = An? + An? + Ln na czynniki. 

b) Sprawdź prawdziwość wzoru dla n = 4 i n = 5. 


Sumę sześcianów kolejnych liczb naturalnych można wyrazić wzorem: 
13 +22 +32 +... +n = mt + zn? + jn? 

a) Rozłóż wielomian S(n) = An? + An? + An? na czynniki. 

b) Oblicz sumę 13 + 2% + 3* + 43 + 5 + 63 + 7° + 8% + 93 + 10%. 


2.5. Rozkład wielomianu na czynniki (1) 
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2.6. Rozkład wielomianu na czynniki (2) 


Przykład 1 
Rozłóż wielomian w(x) = z? + 8z na czynniki. 
w(x) = х' + 8т* = z(z3 +8) = 
= ltr + 2)(a” — 2z + 4) 
Czynnik т? 


Korzystamy ze wzoru 


— 22 + 4 jest nierozkładalny na czynniki liniowe, gdyż A < 0. 


Ćwiczenie 1 

ee Kaczki: 

a) w(a) = 22569222 c) wiss Bai = e) u(z) = 820 — 97z3 
b) w(x) = -26 -8° — d) u(z) =z2—000125 £f) o(z)= 0054 +22 


W pewnych przypadkach wielomian możemy rozłożyć na czynniki, grupując 
odpowiednio jego wyrazy. 


Przykład 2 
Rozłóż wielomian u na czynniki, grupując jego wyrazy. 
a) u(x) = x° — 412 +2r — 8 


u(z) = 


e Z dwóch pierwszych i dwóch ostatnich wyrazów 
41? +21 — 8,= można wyłączyć ten sam czynnik: а — 4. 


(т — 4) + 2(z — 4) = (a? + 2)(z — 4) 


lI 


b) иба) = Ta” + 2a? — 142 — 4 
u(x) = 7x? + 2a? — 14т — 4= z2(7> + 2) — 2(7x +2) = (x? — 2)(7a +2) = 
= (z — V2) (z + V2)(7a +2) 
с) u(x) = 425 — 2a! — 16r3 + 8a? 
u(x) = 425 — 2x) — 16z3 + 8a? = 2e'(2x — 1) — 8x” (2r — 1) = 


= (2e' —8a?)(26—1) = 2z22(z2 —4)(2z—1) = 2z2(z—2)(z-+2)(2z—1) 


Ćwiczenie 2 
Rozłóż wielomian u na czynniki, grupując jego wyr: 


zy. 


a) u(z) = +51? +r +5 e) u(z) = z3 + 412 — 252 

b) u(x) ai 6302-23 Ba? — 22 — уб; 

с) u(x) = 4r’ +z? — 16r — 4 g) u(x) = 825 +1613 — 2? — 2 

d) u(z) = z! + 313 +1? +30 h) u(z) = 25 — /2т* + Var? — Vör? 


2. Wielomiany 


Zadania 


1. 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 
а) wll = ai A Din с) u(z) = —r! — 642 e) w(x) = 27z5 + 8a? 
b) w(a) = 25 822 d) (z) = ta” +06402 f) w(a) = 12529 — zë 


Rozłóż wielomian w na czynniki, grupując jego wyrazy. 
a) u(z) = z! + 21° — 8r — 16 e) w(z) Ai — 112 — 35 +1 


b) ш(ш) =14e" — 7a? +4r=2 — f) u(z)= 2a? — 3? —6r+27 
c) w(x) = 2a? — 6x? + 5x — 15 в) w(z) =z? — /2х°+\/2х—2 
d) w(x) = zl – За +r —3 h) ш(т) = vr) + убх + т? + är 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) w(x) = zi +z! — 203 — 222 +r+1 

b) wiel = 425 — Bat — 422 1 Beie 3 
c) (z) = 329 +2rt — ба? — 4r? — 9r — 6 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) w(x) = (20:2 — 28a? + 8т)(т* + Gei + 2a? + 122) 
b) w(z) = (—1т* — äu — 4a?)(a* — Ta? — Ae + 28) 
с) w(x) = (7т* + 14х25 — 21z2)(z5 — 41° — r? + 4) 
d) w(x) = Dei — 22° + 1122) (2% — 1) 


Przeczytaj podane w ram- 


ce przykłady, a następ- - л 
wielomian шпа | 5) (z) = 21 +4 = bel +422 +4) — 41° = 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 


nie rozh 

czynniki. = (z? +2)? — (20)? = 

a) w(z)=ar'+1 = (z? — 2x +2)(z? + 2a + 2) 
b) w(x) = 4zt +9 b) w(x) = z! + 6a? +25 = 

с) w(x) = 9r* +16 = (a? +5)? — 102 + 6a? = 
d) u(z) = z! + 522 +9 = (a? +5)? — 4a? = 

e) w(x) = 1621 — 22 +1 = (a? — 26 +5)(a? +22 +5) 


f) w(x) = 42* + 822 +9 

Rozłóż wielomian w na czynniki. 

a) ш(т) =2z3 — 5a? + 5x — 2 c) w(x) = 813 — 6r? — 3x +1 
b) w(x) = 32° — 422 — 4r +3 d) w(x) = 642° + 12a? — 3x — 1 


2.6. Rozkład wielomianu na czynniki (2) 


73 


— 


2.7. Równania wielomianowe 


Równanie postaci w(x) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy równaniem 
wielomianowym. 
Rozkład wielomianu w na czynniki może być wykorzystany do wyznaczenia 
jego pierwiastków, tj. takich argumentów z, dla których spełnione jest rów- 
nanie w(x) = 0. 


Przykład 1 


Aby wyznaczyć pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), r 
zujemy równanie: 


obs 0 wtedy 

i tylko wtedy, gdy 
0 lub 2-4=0 a = 0 lub b = 0. 
0 lub z=4 


Pierwiastkami wielomianu w są liczby 0 i 4. 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie £? — 612 + 9r = 0. 
tel — 6r +9) = 0 
т(т — 3)? = 0 Korzystamy ze wzoru na kwadrat różnicy. 


3 


c=0 lub + 
Rozwiązaniami równania są liczby 0 i 3. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) Gr! + 22° = 0 с) їз+т=хт+2гт* е) ¿z +2z2 + 6z = 0 


4х% 


һЬ)-@+&5=0 dq ZE= 


f) —4a' + 4r’ — 


Przykład 3 
Rozwiąż równanie 25 — 221 — 15: 


т%(т? — 2x — 15) = 0 
q=0 lub 1? —2r-15=0 
Rozwiązujemy otrzymane równanie kwadratowe: 
A=4+60=64, VA=8 
= 228—284 
а= = Я 
Zatem wyjściowe równanie ma trzy rozwiązania: 


2. Wielomiany 


Przykład 4 
Rozwiąż równanie 5z? + 4т? + 4т = 0. 
z(5a? + dr +4)=0 
c=0 lub 522 +41+4=0 A=16-80=-61<0 


Równanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwiązaniem 
wyjściowego równania jest liczba 0. 


Ćwiczenie 2 

Rozwiąż równanie. 

a) 2% — 7a? +12r= с) За? + EE е) 2r? — 3r = 1 — 
b) —2x' +9x* + 522 =0 d) 42° – Зх! +218 = 0 f) Za — x = xz +z 


Przykład 5 
Wyznacz punkty wspólne wykresu wielomianu 
w(x) = dai + ga? — ża? i osi ОХ. 


Aby wyznaczyć pierwsze współrzędne punktów 

wspólnych wykresu wielomianu w oraz osi OX, 

rozwiązujemy równanić 
Ze +Ë 2=0 
4t”(a? +2z — 8) = 0 

0 lub 22+22-8=0 

А = 4+ 32 = 36 = 6° 

—4, zx = 220 = 2 


u(z) = трай + za” — ża” 
Pierwiastki równania (z) 


Szukane ы (—4,0), (0,0) i (2, 0). to miejsca zerowe wielomianu w. 


Ćwiczenie 3 

Dane są wielomiany: и(т) = + 
w(x) = ża? + ja? — т. Rozwiąż odpowiednie równania i podaj pierwiastki 
tych wielomianów. Do każdego z nich dopasuj jeden z poni 


B. 


2.7. Równania wielomianowe 


— 


Przyktad 6 


Wyznacz pierwiastki wielomianu ш(т) = 23 — т? — 9x + 9. 


Rozkładamy wielomian w na czynniki metodą grupowania wyrazów: 
—a — 9r +9 = r?(x — 1) —9(r — 1) = (2? — 9)(x — 1) = 
= Alte +3)(z — 1) 
Aby wyznaczyé pierwiastki wielomianu, rozwiazujemy równanie: 
(z—3)(z+3)(z—1)=0 
z-3=0 lub 2+3=0 lub z—1=0 


Zatem pierwiastkami wielomianu w są liczby: —3, 1 i 3. 


well = 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż równanie. 
a) z? — 91? +2r—18=0 d) änt — 5z3 — 6x? + 10r = 0 
b) 222 + a? — 8x — 4 е) 15 — 4r? — 812 +32 = 
с) 25 +5a' +r? + 52 =0 f) 22 — 3212 + ër 6 = 0 
Zadania 
1. Rozwiąż równanie. 
a) 22° = 412 с) z! = —2Ta* е) ai — 16r = 0 
b) z” = 9zš d) z° = 81° f) 25 — 2512 = 0 


2. Rozwiąż równanie. 
a) 25-21% +1=0 е) 225 = 211 + 121° 
b) 2 +3a?+2r=0 £f) 10r' +23 = 21° 
с) z$ = 412° + 5а? g) Of + 62° + zt = 0 
d) 6z? + 92° = За! h) 25 + 4a' = 12:5 

3. Rozwiąż równanie. 
а) «* — 3a? =12—4r d)1- 


b) 2x3 +3=a7+6r е) 11 —80=8—a* 
с) zt +92 = z+9 f) 21 +da=r+4 


4. Rozwiąż równanie. 
а) 22 —5z — 4 = 0 b) 22 -3=+2=0 с) z! — Та? + 6z = 0 
Wskazówka. W podpunkcie a) zapisz —5x jako —z — 4z. 


2. Wielomiany 


10. 


Б) 11. 


12. 


Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu 
w(x) = z?’ —3a* — 2x +9 i prostą l: у = 2r—3. Wy- 
znacz punkty, w których prosta I przecina wykres 
wielomianu w. 


Wyznacz punkty wspólne wykresu wielomianu w 
i prostej l. 

a) u(z) = 11% +z +2, l: y=4r+2 

b) w(x) = 4r? — z? — 5z +3, l: y=3r+1 

c) ш(х) = 25 – 421 +32? + 22, l: y =4r -3 


Wyznacz punkty wspólne wykresów wielomianów u i w. 
b) Y с) 


х 


w 


wiel =—r'+a?+2r—3 u(z)=la*+a?—2r—3 u(r)= 
w(z) = —2? +22 — 3 w(x) = —}1%9+%:9+т-3 w(x) = 


Podaj przykład wielomianu czwartego stopnia, którego jedynymi pier- 
wiastkami są liczby: a) -v2 i VŽ, b) 1, 2, 3. 


Podaj przykład wielomianu stopnia n, którego jedynymi pierwiastkami są 
liczby —2 i 3, a wyraz wolny jest równy 1. 


a) n=2 b) n=4 c)n= 


Podaj wzór funkcji opisującej objętość prostopa- 
dłościanu przedstawionego na rysunku obok. Dla z 
jakiej wartości z objętość tego prostopadłościanu 
jest równa 12? SA H 


Dany jest prostopadłościan o krawędziach: т cm, (z — 3) cm, Le + 5) cm 
i objętości 30 cm. Uzasadnij, że suma długości wszystkich krawędzi tego 
prostopadłościanu jest mniejsza od 56 cm. 


Dany jest prostopadłościan o krawędziach: z m, (r + 1) m, (4x — 3) m 
i objętości 0,75 m?. Która ściana tego prostopadłościanu ma najmniejsze 
pole? Oblicz to pole. 


2.7. Równania wielomianowe 


—K 


2.8. Dzielenie wielomianów 


Przypomnijmy, że jeśli n i m są liczbami całkowitymi (gdzie m Z 0), to 
mówimy, że n jest podzielne przez m, jeśli istnieje taka liczba całkowita k, że 
п= Е.т. 

Podobnie mówimy, że wielomian w jest podzielny przez wielomian niezerowy q 
(q # 0), jeśli istnieje wielomian p taki, że w = p-q. 


Przykład 1 
(23 + 5a? + 6x) : (z + 3) = £? + 21, ponieważ: 
x? + 5a? + 6x = (x? + 21) - (z +3) 


Dzielenie wielomianów wykonujemy podobnie jak 


dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczb 
naturalnych 
Przykład 2 
Wykonaj dzielenie (322 — z — 4) : (z + 1). Sprawdź 3171 : 7 = 453 
otrzymany wynik. -8 
(322 — z — 4) : (r +1) = 32-4 Ee 
— ai 
—41 — 4 —21 
4a + 4 o 


0 


Poniżej wyjaśniamy, jak wyglądały kolejne kroki podczas wykonywania tego 
dzielenia. 


32? przez pierwszy wyraz dzielnika 
przez dzielnik x + 1 i zapisujemy 
wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy. 


(3x? — r — 4) : (r +1) = 3=—4 
är _ Dzielimy —4т przez pierwszy wyraz dzielnika. 
Mnożymy — przez dzielnik z + 1 i zapisujemy 
wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy. 
Otrzymaliśmy resztę równą 0. 


Sprawdzenie: (3x — 4)(x + 1) = 3a? + 3a — 4r — 4 = 3a" — z — 4. 


Ćwiczenie 1 

Wykonaj dzielenie wielomianów. Sprawdź otrzymany wynik. 

a) (x? — 6x +8) : (z 4) с) («* — 322 + 3x — 1) : (z — 1) 
b) (9a? + 3a — 12) : (r — 1) d) (22* + 52° + z2 — 2т): (z +2) 


2. Wielomiany 


Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczbą naturalną, tak dla wie- 
lomianów w i q (q # 0) nie zawsze istnieje wielomian p taki, że w : q = p. 
Wykonujemy wówczas dzielenie z resztą. 


Przykład 3 Dzielenie liczb 
Wykonaj dzielenie (5x? + 132 + 11) : (z + 2). Sprawdź naturalnych 
otrzymany wynik. 752:9 = 83 
(5a? + 13x + 11) : (r + 2) = 52 +3 =: 
—5т? — 100 32 
35 +11 227 
är 6 5 
5 752 =83:9+5 


W wyniku dzielenia otrzymaliśmy iloraz równy 5r + 3 oraz resztę równą 5, co 
oznacza, że: 5a? + 132 + 11 = (52+ 3)(x + 2) +5. 


Sprawdzenie: (52 + 3)(z + 2) + 5 = 5a? + 102 + 31 + 6 + 5 = 5z2 + 130 + 11 


Przykład 4 
Wykonaj dzielenie (222 — 22 — 22 — 5) : (z — 3). Sprawdź otrzymany wynik. 


(21° — т? — 2r — 5): (z $) = 222 +2=+1 
A 2 


—2а% 


Otrzymaliśmy resztę równą —34 


Sprawdzenie: 
(2a? +22 +1) : (z 


3) - 33 = 22° — 312 + 2a" — 3r+r—3-37= 


= 21% — 1 — 21-5 


Ćwiczenie 2 

Wykonaj dzielenie wielomianów. Sprawdź otrzymany wynik. 

a) (z? — 8x +19) : (z — 5) c) (z3 + 722 + Ta — 16) : (z + 4) 
b) (4a? + 6x + 7) : (z + 3) d) (3x! + 2a? — Tz? — 4z) : (z — 3) 


Zwróćmy uwagę, że w wyniku dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a 
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz resztę r, która jest funkcją 
stałą. 


2.8. Dzielenie wielomianów 


Ćwiczenie 3 

Zapisz wielomian w w postaci w(x) = p(z)q(z) + r(z), gdzie wielomian p jest 
ilorazem, a r — resztą z dzielenia wielomianu w przez dwumian q. 

a) w(x) = Af — 2102 +x, q(z)=r-2 

b) w(x) = —2:45+ 39+ 4, q(a)=1+3 

c) w(a)=r'+a" — За? +r, ч(т)=х—1 

d) w(x) =3a' — r? +9r—1, q(z) =z +2 

Wielomian w jest podzielny przez dwumian q, jeśli reszta z dzielenia wielo- 
mianu w przez dwumian q jest równa zero (jest wielomianem zerowym). 


Zadania 


1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Czy wielomian w jest 
podzielny przez dwumian q? 


а) ш(®) = 222-5212, q(u)=2—4 

b) w(x) = z? — 2r? + 32-4, q(z) = 2+2 
с) u(z) = 21 + 312 +6, д(х) == -3 

d) (z) = 42° +812 +42 — 9, a 2+3 
е) w(x) = 22? — 12 +3r—4, д(х) == -1 


2. Wykonaj dzielenie wielomianu w prz 
w postaci w(x) = p(z)q(z) + r(x). 
a) w(x) = 22% +a*+r—1, q(z) = 
b) w(x) =«* +3x +7, q(r)=1 +3 
с) w(a) =3x'—a?, а(х) =z—1 
d) (z) = 2 +822 +1124, q(z) =z+6 
e) u(z) = 22° + Та? +3z—2, q(z) =z+ 
f) w(z) =12a* +2? — z +3, q(z) =z=—1 


dwumian q. Zapisz wielomian w 


-4 


3. Sprawdź, czy dzielenie zostało wykonane poprawnie. 
a) (-2a? + 3a? + 12x — 9) : (a — 3) 2 —2a? — 3x +3 
b) (-3a* + 7a? + 6x — 6) : (z — 3) = —3z2 — 2r +2 
с) (3x! — 8a? + 4a? + 2a — 2) : (z — 2) 2 313 — 2a? +1 
d) (24 — z? — 422 + 4r — 4) : (z — 1) = 21° — 4r +8 


2. Wielomiany 


4. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w 
w postaci w(x) = p(z)q(z) + r(x). 
a) w(x) = 4r? + 8z2 +4x—9, q(z) =2z +1 
b) w(x) = Ai + 5a? — 2r +7, q(z) =3z — 1 
с) w(x) = 6z? + 521° — 4r — 1, q(z) =3z +4 
d) w(x) = z? + 412 — 11z +2, q(z) = Iz +3 


Dla dowolnych wielomianów w i q, gdzie q nie jest wielomianem zerowym, 
możemy wykonać dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Jako iloraz 
otrzymujemy pewien wielomian p oraz resztę r. Reszta r albo jest wielo- 
mianem zerowym, albo zachodzi zależność: st (r) < st(q). 

Mówi o tym poniższe twierdzenie. 


Dla danych wielomianów w i q, gdzie q # 0, istnieją wielomiany p і r 
takie, że: 
w=p-q+r 


oraz r = 0 lub st (r) < st (q). 


Przykład 
Wykonaj dzielenie (22° + 82 — 1) : (22 + 1 +3). 
(22° + 012 + 8л — 1) : (1? + 1 +3) = 2x — 2 
-2r — 2a — бг 
-20 +2z—1 
2a? + 2x +6 
Je +5 
Otrzymaliśmy resztę r(x) = 4z + 5, czyli zachodzi następująca równość: 
213 + 81 — 1 = (2x — 2)(a? +£ +3) + 4a +5 
Zauważmy, że reszta jest wielomianem stopnia pierwszego. 


5. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Zapisz wielomian w 
w postaci w(x) = p(z)q(z) + r(z). 

-4, q(z)=27 -4 

b) (z) = 2a! — 3a? — 5r+2, q(z) An 

с) w(x) =1*+6, q(z)=z2+z+1 

d) w(x) =4x' — 2x +3, q(z) =z2— 1 

e) w(x) = 21 + бх — 2, q(z) =2z2 +1 


a) w(x) = —3a* — 22 +3 


2.8. Dzielenie wielomianów 81 Wm 


*2.9. Równość wielomianów 


Dwa wielomiany są równe, gdy są wielomianami zerowymi lub gdy mają ten 
sam stopień, równe współczynniki przy tych samych potęgach zmiennej oraz 
równe wyrazy wolne. 


Ćwiczenie 1 
Czy istnieje taka wartość parametru a, że wielomian w(x) = Зат? — т + 2а? 
jest równy wielomianowi u? 

a) u(z)=6z2—z+8 b) uf 


3aż-1+1 c) u(z) =-9a7 — z +18 


Przykład 1 
Dla jakiej wartości parametru m równość: 

(323 + 8a? — 5a — 6) : (x + m) = 32? ER 
jest prawdziwa dla każdego r € R? 


Chcemy sprawdzić, dla jakiej wartości m zachodzi równość wielomianów: 
A + 8a? — 5z — 6 = (3a? — z — 2)(z + m) 
Wykonujemy mnożenie: 
— 2)(1 + m) = — mz — 2x 2т = 
= За“ + (3m — 1)z° — (m + 2)z — 2m 
Aby wielomiany Au? + 8a? — 5x — 6 oraz 31° + (3m — 1)a? — (m +2)z — 2m 
były równe, muszą być spełnione warunki: 
E 1 =й Współczynniki przy 22 muszą być równe. 


Współczynniki przy т muszą być równe. 


-m-2= 

—2m = —6 Wyrazy wolne muszą być równe. 

Wszystkie trzy równości są jednocześnie prawdziwe dla m = 3. 

Przykład 2 

Wyznacz wartość parametru a tak, aby iloczyn wielomianów f(x) = az — 4 

i g(x) = az — 1 był równy wielomianowi h(x) = 9:2 + 15z + 4. 
Wyznaczamy iloczyn f +g: 
f(z) - (ж) = (az — 4)(az — 1) = а?а? — ат — Аат + 4 = а?а? — 5az +4 


Aby wielomiany f(x) g(x) = а?т? — бат +4 oraz h(x) = 9z2 + 15z + 4 były 
równe, muszą być równe współczynniki przy tych samych potęgach zmiennej, 
czyli: 


a? =9, stąd a = —3 lub a=3 
—5a = 15, stąd a = —3 
Obie równości są jednocześnie prawdziwe dla a = —3. 


2. Wielomiany 


Ćwiczenie 2 
Dla jakiej wartości parametru m równość jest prawdziwa dla każdego x € R? 


a) 


(zt – 23 — r? — z- 2): (п-т) =r +z2+z+1 


b) (z! — 2x? — 5x + 2) : (z — m) = 13 +222 +2r — 1 


‹) 


(z? — 2a? — 232+ 60) : (r т) = z? + 2x — 15 


Zadania 


1, 


4. 


Dla jakiej wartości parametru m iloczyn wielomianów f і g jest równy 
wielomianowi h? 

a) f(z)= z—m, g(z) =z +T, h(z) = 12 +4r 21 

b) f(v) = }тт—-2, g(aj=r+2m+1, h(x) = x° +30 — 10 

с) f(z)= mz + 1, g(z) = z —2m, h(z) = 2a? — 3r +1 


Dla jakiej wartości parametru a równość jest prawdziwa dla każdego r E€ R? 
а) z? — a? — 1 — 15 = (a? + az + 5)(z — 3) 
b) z3 + z2 — 171 20 = (z2 + ат — 5)(z + 4) 
с) 2z? — 4r? — Тт + 18 = (222 + ат + 9)(z + 2) 
Dla jakich wartości parametrów a i b wielomian u-v — w jest wielomianem 
zerowym? 
a) u(z) = —z +, v(x) = 222 +ar+b, u(z) = —2a* + 6a? + 5z + 12 
b) wiel = 2az +b, v(x) = z2 — z, w(x) = z? — 6r? + än 
Dla jakich wartości parametrów a i b równość jest prawdziwa dla każdego 
z€ R? 
a) —z + 5z3 — z2 + 8z 15 = (—z3 + aa? + bz + 3)(z — 5) 
b) 221 — z? + 2a? — 3 = (21° + aa? + bz + 3)(z — 1) 
с) 2a! — 3z3 + Ta + 3 = (21° + az? + bz + 6)(z + 1) 
Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwóch trójmianów kwadratowych 
o współczynnikach całkowitych. 
a) w(a)=ax' +213 a? —1 
b) ш(х) = 2 +x" — 6a? — 5z — 1 
жс) w(z) = 21 +z? — 3a? +4r +2 
*d) w(x) = 2! — 3r? + 4r —3 
же) w(z)=z' +23 — б? — 1lz—5 


2.9. Równość wielomianów 


2.10. Twierdzenie Bóćzouta 


Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian z — a otrzymujemy iloraz р oraz 
resztę r: w(x) = p(z)(z—a)+r(z). Reszta w tym przypadku jest wielomianem 
stopnia 0 (dalej będziemy pisać krótko: reszta r). 

Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wówczas możemy postąpić 
jak w poniższym przykładzie. 


Przykład 1 
Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w(x) = ża? +z? — 3x — 5 przez dwumian 
т—4. 
Wielomianv zapinany postaci viel =p e-a Hr. Dis ж = 1; 
w(4) =p(4)(14-4)+r=0+r=r 
tę z dzielenia wielomianu w przez z — 4: 


=v(4)=1-6+4—3-4-5=8+16—12 


Obliczamy 


Twierdzenie o reszcie 


Jeśli r jest resztą z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to 
r=w(a). 


[р] Ćwiczenie 1 


Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystając z tego, że wielomian w można 
przedstawić w postaci w(x) = p(z)(z — a) + r. 


Przykład 2 
Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w(x) = Zu? + 3z2 — z +5 przez dwumian 
z + 2, nie wykonując dzielenia. 


r = ш(—2) =2.(—2)%+3-(—2)2— (—2) +5 = —16+12+2+5=3 
Ćwiczenie 2 


Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w przez dwumian q, nie wykonując dzie- 
lenia. 


a) w(a) = a? — 2a? —2r—3, q(z) 
b) w(x) = 4z? — 42 — r + 1, q(x) 
c) w(x) = z5 + zt +13 qz + 1, q(z) =z+1 
а) ш(х) = 25 +z! —z3 — r +6, q(z) ==+2 


2. Wielomiany 


Rozważmy przypadek, gdy reszta r z dzielenia wielomianu w przez dwumian 
© — a jest równa zeru (r = 0), czyli gdy wielomian w jest podzielny przez 
dwumian z — a. 


Twierdzenie Bózouta 


Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo- 
mian w jest podzielny przez dwumian z — a. 


Zwrot „wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bózouta [czyt. bezu] oznacza, że 
jednocześnie prawdziwe są dwa zdan 
Jeżeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez 
dwumian z — a. 

Jeżeli wielomian w jest podzielny przez dwumian z — a, to liczba a jest pierwiastkiem 
wielomianu w. 


że liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a) = 0. Jeśli podzielimy 
wielomian w przez dwumian + — a, to otrzymamy wielomian p i resztę r: 
wiel = p(a)(z — a) + r 
Podstawiamy z = a: 
w(a) = p(a)(a — a) + r 


Ale w(a) = 0, więc r = 0, co oznacza, że wielomian w jest podzielny prze 


Załóżmy teraz, że wielomian w jest podzielny przez dwumian z — a, с 
wielomian p, że (z) = Halle — a). Wówczas w(a) = p(a)(a — a) = 0, czyli a jest 
pierwiastkiem wielomianu w. 


Przykład 3 

Który z wielomianów: w(t) = a* +222 —3r—10 czy u( 
jest podzielny przez dwumian x — 2? 

w(2) = 2®+2.22—3.2—10 
podzielny przez dwumian z — 2. 
u(2)=2 27+2:2—-6=8-—20+4-6= —14 # 0, zatem wielomian u 
nie jest podzielny przez dwumian z — 2. 


1 Bai +20 


=8+8—6—10=0, zatem wielomian w jest 


Ćwiczenie 3 

Sprawdź, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian q. 
а) щ(т) = т* — 22 +312 — 3x +1, (л) =2-1 

b) w(x) = 24 — За + 6x? +22 — 9, q(r)=r+1 

с) w(r)=—r'+a* + 322 +11, q(r)=r—3 

d) w(x) = 2* +812 +22 +16, q(z) =z +2 


2.10. Twierdzenie Bózouta 65 Waw 


W pewnych przypadkach znajomość jednego z pierwiastków wielomianu umoż- 
liwia znalezienie pozostałych pierwiastków. 


Przykład 4 
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(r) = 
jego pozostałe pierwiastki. 


— 4a? + © + 6. Wyznacz 


Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, więc na podstawie twierdzenia 
Bózouta wielomian ten można przedstawić w postaci: 


a” — da” +z + 6 = p(z)(z — 2) 
wielomian p, wykonujemy dzielenie: 
(£? — 412 + x +6) : (£ — 2) = 12 — 2r -3 


Aby wyznaczy 


—z + 2a? 
—22 + a +6 
2a? — Ae 
—3r+ 6 
Ar — 6 
0 


Zatem z’ — 4z2 + z + 6 = (22 — 2x — 3)(z — 2). 
Pozostałymi pierwiastkami wielomianu w są pierwiastki trójmianu kwadrato- 
wego 22 — 2x — 3. Są to liczby —1 i 3. 

Jeśli liczba a jest pierwiastkiem 


Ćwiczenie 4 wielomianu trzeciego stopnia w, 


Liczba a jest pierwiastkiem wielomia- 
nu w. Wyznacz jego pozostałe pierwiast- 
ki i rozłóż wielomian w na czynniki. 


a) w(x) = z? + 5a? + 2r — 8, a = —4 
b) w(x) = т®+2т%—2х—1,а=1 

c) ш(х) = 23 — 22 — 10x — 8, a = –2 
d) w(z) = 22 — 4a? — 3r+18,a=3 


Zadania 


to pozostałe pierwiastki tego wie- 
lomianu (jeżeli istnieją) możemy 
wyznaczyć w następujący sposób: 
1. Dzielimy wielomian w przez 
dwumian z — a. 

2. Otrzymujemy trójmian kwadra- 
towy. którego pierwiastki (jeżeli 
istnieją) są pozostałymi pierwiast- 
kami wielomianu w. Wyznaczamy 
te pierwiastki. 


1. Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w przez dwumian g, nie wykonując 


dzielenia. 


a) w(x) = —3a* + Па? +81 — 6, q(z) =z+1 
b) w(x) = äi + 1012 + z — 8, q(z) == —2 


с) w(x) = 8z3 + 422 +40 — 4, q(z) = 


2. Wielomiany 


1 
2 


2. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostałe pier- 
wiastki. Rozłóż wielomian w na czynniki. 
a) ш(т) = а — 6r? — 9r +14, а=1 
b) w(x) = Ai + 922 + 132+ 6, а= —2 
с) w(x) = 2 + 2202 — 112+ 20, а= —5 


3. Sprawdź, która z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy- 
znacz pozostałe pierwiastki tego wielomianu. 
a) w(x) = z? — r? — 5r +6 c) ш(х) = 22 — 22 — 5x +4 
b) w(x) = 22° + 722 + 2r — 3 d) w(z) = -x° + 122 +4r — 2 


г 


4. Dla jakich wartości parametru m wielomian w jest podzielny przez q? 
a) w(z) =x? + 512 + mr +3, q(r)=r+3 
b) w(x) = —2a3 + ma? + z —6, q(. 
c) w(x) = mz? + та? + z + 7, а(т) 


2 


+1 
5. Sprawdź, nie wykonując dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez 
wielomian u. 
a) ш(т) = 21 +z? — 4a? +5r — 3, u(x) = (z — 1)(r +3) 
b) w(x) =Ta* — 6a? + 3z +1, u(z) =2z22 +21 
с) w(x) = Ai +a* — 192° — 4z + 12, u(x) = (z + 1)(z + 2)(z — 2) 


Jeśli q jest wielomianem drugiego stopnia, to wielomian w można przedsta- 
wić w postaci w(x) = p(z)q(z)+ az +b, gdzie p jest pewnym wielomianem 
oraz ax + b jest resztą z dzielenia wielomianu w przez wielomian q. 


6. Wyznacz resztę z dzielenia wielomianu w przez: 
a) (z — 3)(z + 2), jeżeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian 
2 — 3 wynosi 7, a przez dwumian z + 2 wynosi —3, 
b) 2? — 3r +2, jeżeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian r — 1 
wynosi —1, a przez dwumian z — 2 wynosi 3. 


7. 


Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w przez wielomian u, nie wykonując 
dzielenia. 


a) w(x) = z7 —33x +11, u(z) = (z + 1)(z — 2) 
b) w(x) = 299 – 1, u(z)=z2—1 
жс) (z) = 2° — zš +1? —1, u(z) = (z — 1)(2+1) (2+2) 


2.10. Twierdzenie Bózouta 


2.11. Pierwiastki całkowite i pierwiastki 
wymierne wielomianu 

Aby znaleźć pierwiastki całkowite równania wielomianowego o współczynni- 

kach całkowitych, możemy skorzystać z poniższego twierdzenia. 


Twierdzenie o pierwiastkach całkowitych 


Jeżeli wielomian w(x) = ant" +a, 4277! +... Баг +ао (ao # 0) o wspól- 
(zamianie owiychina pirwata сайрау ео GAZOWA 
wyrazu wolnego ао. 


że go, 01, a Є Z, ao # 0 oraz liczba całkowita z, jest pierwiastkiem 
wielomianu w(z) = anų” + ge 107 +... + ат + ag. Wówczas: 


geff + niz?" +... + ami + ao = 0 


-azı = т(-а„тї^! — аллай 


ao = af — gu fl, 


— a) 


Liczba аһа — aqq? — ... — ay jest całkowita, więc zi jest dzielnikiem ag. 


Przykład 1 


Znajdź pierwiastki całkowite wielomianu wll = 2a? + 3a? — 82 +3. 


Zgodnie z twierdzeniem. pierwiastków całkowitych wielomianu w szukamy 


wśród dzielników wyrazu wolnego ao ‚ czyli wśród liczb: 1, —1, 3 i —3. 
w(1)=2+3-—8+3=0 Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. 
w(-1) = -2+3+8+3 #0 Liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w. 
w(3) = 54 + 27 — 24+3 #0 Liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w. 
w(—3) = —54+27+24+3=0 Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w. 


Zatem jedynymi pierwiastkami całkowitymi wielomianu w są liczby 1 i —3. 


Uwaga. Wielomian w z przykładu 1. ma jeszcze jeden pierwiastek, ale nie jest on 
jest nim liczba i. 


Ćwiczenie 1 


Wypisz wszystkie dzielniki całkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdź, 
które z nich są jego pierwiastkami. 

a) w(x) = 2a3 — 32 +4r —3 с) w(x) — 2a? — 5x +6 

b) w(x) = 3z3 + 1022 — 9r — 4 d) w(x) = 21 — 7z2 +10 


2. Wielomiany 


Przykład 2 

Rozwiąż równanie 5r — 822 — 5z + 2 = 0. 

Dzielnikami wyrazu wolnego ao = 2 sa liczby: 1, —1, 2, —2. Obliczamy wartości 
wielomianu w(x) = 5z3 — 812 — 5z + 2 dla tych liczb: 

ш(1) = —6 #0, ш(—1) =—6 #0, w(2)=0, w(-2) = —60 #0 
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem całkowitym równania. 
Wykonujemy dzielenie: 

(52° — 8a? — 5r +2) : (r — 2) =5z2+2r—1 
i wyznaczamy pierwiastki trójmianu kwadratowego Ar? + 2x — 1: 
gaz -v6 >1+v6 
5 5 
Zatem pierwiastkami równania są liczby: 24. At 12% 


+ т)= 


Ćwiczenie 2 
Rozwiaz równanie. Zacznij od znalezienia pierwiastka calkowitego. 


а) «* — 6x? +9z — 4 = 0 с) z? + 612 +10: +3=0 
b) 3a* + 322 — 5r+2=0 d) 4a* + 16a? + 130 +3 = 0 
Przykład 3 


Rozwiąż równanie zi + 2a* — 6z2 — 6z + 9 = 0. 


Wyraz wolny ag = 9 ma następujące dzielniki: 1, —1, 3, —3, 9, —9. Stwier- 
dzamy, że liczba 1 jest pierwiastkiem całkowitym tego równania. Zatem wie- 
lomian w(x) = z! + 2x? — бт? — 6x + 9 jest podzielny przez т — 1: 
(x! + 225 — 6a? — 6x +9) : (r — 1) = z3 + 32 — 31 — 9 
Otrzymany wielomian rozkładamy na czynniki, grupując wyrazy: 
a? + За? — 3r — 9=a*(x +3) — 3(0 +3) = (22 — 3)(r +3) = 
= (z — V3)(z + V3)(z + 3) 


Stąd: 
a! + 223 — 6a? — 6r +9 = (z — 1)(z — \/З)(т + V3)(a +3) 
3, — V3, 1 i vB. 


a zatem rozwiązaniami równania są liczby: 


Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. 


a) 2! — 4r? + 8z2 — 20x +15 = 0 d) zt — r? — 7r? + 13r — 6 = 0 
b) zt + 2° — 1142 — 9r +18 = 0 е) zt — 4r? +612 — 4r +1 = 0 
с) 2a! — 8x3 — 912 —4r-5=0 f) zt +322 — 52? — 121 +4=0 


2.11. Pierwiastki całkowite i pierwiastki wymierne wielomianu 


Poniższe twierdzenie pozwala wyznaczyć pierwiastki wymierne wielomianu 
о współczynnikach całkowitych. 


Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych 
Jeżeli wielomian w(x) = ar” +a, 12%! +... +aqr+ag (a, # 0, ao £ 0) 
o współczynnikach całkowitych ma pierwiastek wymierny £ Е oraz piq 
są liczbami całkowitymi względnie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wy- 
razu wolnego ag, a q jest dzielnikiem współczynnika a,. 


Ćwiczenie 4 

Współczynniki wielomianu w są liczbami całkowitymi. Które z podanych liczb 
nie mogą być pierwiastkami wielomianu w? 

a) —4, —2, —1, —4, —1,0,1,3,1,2,4; w(a) =—4a"+...—1 

b) —4, —2, —1, 0,4,3,1,2,4; w(z)=4x7+...—2 


6) 31-2, -$, 1-140, 3,2,3; w(z) =2u5+...+3 
Ćwiczenie 5 
Rozwiąż równanie. 
a) 23 + 322 +3x+1=0 с) 21° +922 +r—3=0 
b) 22% +r? 32-2 = 0 d) 9r + 92° + 1122 +92 + 2 = 0 
Zadania 
1. Rozwiąż równanie. 
a) «* +312 — 9r +5 = 0 e) 3x* + 11a? — 31 +4 = 0 
b) 22 -71—6=0 f) 522 – 2z = 1 — 6z5 
с) 2a* + 92? +102 +3 = 0 g) 2—6 = 412 — 52 
d) 22° — 322 — 32 +4 = 0 h) —3z3 + 15z2 — 20z+ 6 = 0 
2. Rozwiaz równanie. 
a) 2a! — Ta” + 2z2 + 3: = 0 d) 34 + 52° – r? — 5 — 2 = 0 
b) zt+z2— 6 +4 = 0 e) zt +2a* — 822 — 19r- 6 = 0 


с) 221 — ба? + 522 —3r+2=0 f) 411 + 1213 +131? +6r+1=0 


3. Rozwiąż równanie. 
a) 212 +12 +==1 c) —4r +4 = 31° +r? 
b) 313 — 1 = 1 — 7z2 d) äi + 5z3 = Bai + 5x 


mmm 00 2. Wielomiany 


4. 


10. 


Rozwiąż równanie. 
a) 1 — ża? — żr-1=0 c) Air ke — Ta sti 
- d) 221—523 —3a? = (3z—9)(2z2 +z) 


Dwa wierzchołki prostokąta leżą na osi ОХ, a dwa 
pozostałe — nad osią OX i należą do paraboli o rów- 
naniu y = 6 — z2 (rysunek obok). 

a) Podaj wzór wielomianu opisującego pole tego 
prostokąta w zależności od t. Jaka jest dziedzina 
tej funkcji? 

b) Dla jakiej wartości t pole tego prostokąta jest 
równe 8? 


Dwa wierzchołki prostokąta leżą na osi OX. a dwa pozostałe należą do 
paraboli у = Za? +2. Wyznacz współrzędne wierzchołków tego prostokąta, 
jeżeli jego pole jest równe 39. 


Na rysunku obok przedstawiono trójkąt równora- 
mienny o podstawie AB i wierzchołkach A(0,0). 
B(ao, 0), gdzie zo > 0, oraz wierzchołku C należą- 
cym do paraboli y = т? + 1. Wyznacz współrzędne 
wierzchołków B i C tego trójkąta, jeśli wiadomo, 
że jego pole jest równe 10. 


Dany jest trójkąt prostokątny ABC o wierzchołkach A(zg,0) i B(—zo,0), 
gdzie zo > 0, które są końcami jednej z przyprostokątnych. Pole tego 
trójkąta jest równe 8, a wierzchołek С należy do paraboli y = 1⁄2 + 2. 
Oblicz obwód tego trójkąta. 


Krawędź podstawy graniastosłupa prawidłowego sześciokątnego ma dłu- 
gość (22 — 3) dm, a jego wysokość jest równa (т — D dm. Oblicz pole po- 
wierzchni całkowitej tego graniastosłupa, jeśli ma on objętość эз dm. 


Fragment drewnianej konstrukcji (rysunek obok) 9 dn. 


został wyprodukowany z belek, których przekrój 

jest kwadratem o boku z. 

a) Wyznacz z, jeśli objętość bryły, którą tworzy Cé 
ta konstrukcja, jest równa 24 йш. "BR Я, 
b) Wyznacz pole powierzchni całkowitej bryły. którą tworzy ta konstruk- 
cja, jeśli wiadomo, że jej objętość jest równa 80 dm. 


2.11. Pierwiastki całkowite i pierwiastki wymierne wielomianu 


Warto wiedzii 


Równania wielomianowe. Wzór Cardano 


Istnieją wzory pozwalające rozwiązywać dowolne równa- 
nia wielomianowe stopnia trzeciego i czwartego. Odkryli je 
Włosi: Niccolò Fontana, zwany także Tartaglia (czyt. tar- 
talja] (1499 lub 1500-1557), Girolamo Cardano (czyt. dżiro- 
lamo kardano] (1501-1576, rycina obok) i Lodovico Ferrari 
( . W 1545 r. Cardano opublikował wzory pozwa- M4 
lające rozwiązać dowolne równanie postaci z3 + az = b. "7 Ai 


e 


1. Rozwiąż równanie £% + z = 2, korzystając: 
a) z twierdzenia o pierwiastkach całkowitych, 


b) z podanego niżej wzoru Cardano dla równania 2% + az = b. 


en +@-{-+ү@ +@ 


Rozwiąż równanie, korzystając ze wzoru Cardano. 
a) а – 2r -21 = 0 b) z? + 6z — 20 = 0 


*3. Przeczytaj informację w ramce. 


Równanie postaci: 
a? + aaa? + ay + ao = Ü 


można sprowadzić do postaci у? + ay = b, podstawiając z = у — 9. 


a) Wyznacz pierwiastek równania т® — 622 + 18z — 18 = 0, korzystając 


z powyższej informacji i wzoru Cardano. 


ek тү równania 2° + 3a? + 9r +9 = 0 
2 +92 — 5 = 0 takie, że spełniony jest 


b) Uzasadnij, 
oraz pierwiastek 
warunek 22 — Ty = 2. 


że istnieją: pierwi 
równania 23 


Nie istnieje ogólna metoda znajdowania pierwiastków wie- 
lomianów stopnia n > 5. W 1803 r. ukazała się praca Wło- 
cha Paola Ruffiniego (1765-1822), w której dowodził on 
nieistnienia takiej metody dla wielomianów stopnia pią- 
tego. Dowód dla wielomianów stopnia n > 5 przedstawił 
w 1824 r. Norweg Niels Henrik Abel (1802-1829, rycina 
obok). 


2. Wielomiany 


*2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu 


Przykład 1 
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = 23 — 8a? + 162. 
w(x) = r(a? — r + 16) = z(z — 4)? 


Zatem pierwiastkami wielomianu w są liczby 0 i 4. 


W rozkładzie na czynniki wielomianu w(x) = zŠ — 822 + 16x czynnik z — 4 
. Dlatego liczbę 4 nazywamy pierwiastkiem dwukrotnym 
(podwójnym) wielomianu w. Liczba 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym 
(pojedynczym) tego wielomianu. 


Definicja 
Jeżeli w rozkładzie wielomianu w na czynniki występuje czynnik (z — a)* 
i nie występuje czynnik (x — a)**', gdzie k € N4, to liczbę a nazywamy 
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w. 


Przykład 2 

Podaj pierwiastki wielomianu w i określ krotność każdego z nich. 

a) w(x) = z3(z + 2)(z — 3)? 
pierwiastki: 0 -2 3 


krotność: 


b) w(x) 


trzykrotny jednokrotny dwukrotny 
23002 9)(z +3)? = 
= z2(z — 3)(z + 3)(z +3) = т? Ewe 2+3)* 


"a 
tki: 0 d 


dwukrotny jednokrotny PRE 


pierwi; 
krotno 


Ćwiczenie 1 
Gzy liczba'2jęśt pierwiastkiem dwikrótiym wielorńikńu 457 
a) w(z) = (x —2)(a? — 4) b) ща) = (1 —2)?(2? — c — 2) 


Ćwiczenie 2 

Podaj pierwiastki wielomianu w oraz określ krotność każdego z nich. 

a) w(x) = z! (z + 3) (e — 1) c) ш(т) = (z — 4)(a? — 16) 

b) w(z) = —3z(a? + 1)(22 + 2) d) w(a) = 7z(z —2)(5z +3)(z2 — 4)? 


2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu 93 wam 


Możemy mówić również o pierwiastkach jednokrotnych lub wielokrotnych rów- 
nania wielomianowego w(x) = 0. 
Przykład 3 
Rozwiąż równanie 42 — Ze? +2r +1 = 0. Podaj krotność każdego pierwiastka. 
Pierwiastków całkowitych wielomianu w(x) = 4z2 — Тт? + 2x + 1 szukamy 
wśród dzielników jego wyrazu wolnego: w(1) = 4—7+2+ 1 = 0, czyli liczba 1 
jest pierwiastkiem. 
Wykonujemy dzielenie: 
(42° — 7a? + 2r +1) : (r — 1) = 4r? -3r — 1 
—413 + 412 
322 +2=+1 
3a? — 3r 
=+] 
2-1 
0 
Wyznaczamy pierwiastki trójmianu kwadratowego 422 — 3: — 1: 
А=9+16=25, nr = 52 = —1, za = 9 = 1 
Zatem pierwiastkami równania Ji — 7z2 + 21 + 1 = 0 są liczby –1 i 1. 
Równanie można zapisać w postaci 4(ж — 1)2(z + 4) = 0, więc liczba 1 jest 
jego pierwiastkiem dwukrotnym, a liczba —4 ~ pierwiastkiem jednokrotnym. 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż równanie. Podaj krotność każdego pierwiastka. 

a) x? + 52? +7: +3=0 с) ai — 6x? + 922 – 4r = 0 

b) 22 +22 —8r-12=0 d) 21 — 61° + 13a? — 122+4=0 
Twierdzenie 


Wielomian stopnia n ma co najwyżej n pierwiastków. 
Powyższe twierdzenie jest prostym wnioskiem z twierdzenia Bózouta. 
Ćwiczenie 4 
Poniżej podano wielomian w oraz wszystkie jego pierwiastki całkowite wraz 
z krotnością każdego z nich. Czy wielomian ten może mieć jeszcze inne pier- 
wiastki? 
a) w(x) = 11° — Za + 3, pierwiastki jednokrotne: —3, 1, 2 
b) w(x) = 2z3 — 1122 + 12z + 9, pierwiastek dwukrotny: 3 
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Zadania 


1. Rozwiąż równanie. Podaj krotność każdego pierwiastka. 


a) (2x +1)(a? + z 6) = 0 e) (z? —9)(r +3) =0 

b) (z +1)2(2z — 4) = 0 f) (22-2 — 6)(22 +z —1) = 0 

с) (5—z)(z22 — Tr + 10) = 0 g) (22 — 4)(х* +3a* — 10:4?) = 0 

d) (22 + 2a — 3)(z — 1) = 0 h) (z3+z2 — 122)(z 3 —5z3+6z2) = 0 
[р] 2. Uzasadnij, że równanie nie ma pierwiastków wielokrotnych. 

а) z? — 5a? — 2r +24 = 0 с) 2a* + 812 +9: +2 = 0 

b) За? +x? — 122 — 4 = 0 d) «3 + 622 +8r + 15 = 0 


3. Rozwiąż równanie. Podaj krotność każdego pierwiastka. 
а) 2 — 3a? —4r=0  d)x'-41%+4=0 g) 1* + 3a? — 4z = 0 
b) 25 — бт! +9r°=0 е) a*+4a* +52 =0 Wäi — 2a* +z =0 
с) a! —2a7+1=0 f) «5 + 411 +4a*=0 1) 27 – 161% =0 

4. Liczba zo jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz pozo- 
stałe pierwiastki tego wielomianu. 
a) u(z) = 3z? — 1la? + 8z +4, z9=2 
b) w(z) = z! + 2a* — 2a? — 6r — 3, zo = —1 
с) w(z) = —12a* + 16a? — 7z + 1, то=} 


5. Podaj przykład wielomianu, którego jedynymi pierwiastkami są liczby: —3, 


2, 4 i którego stopień jest równy: a) 3, b) 4, с) 6. 


6. Podaj przykład wielomianu o wyrazie wolnym ag = 2, który ma tylko 
jeden pierwiastek dwukrotny równy 3 i którego stopień jest równy: 
a) 2, b) 4, с) 6. 

7. Dla jakich wartości parametru a liczba zo jest dwukrotnym pierwiastkiem 
wielomianu w? 
a) w(x) = (z +3)(x* + ar +6), £o 3 
b) w(x) = (222 — Tr — 4)(x? — 4a”), zo = 4 

8. Czy istnieje taka wartość parametru a, dla której liczba zo jest dwukrot- 
nym pierwiastkiem wielomianu w? 
a) w(x) =6x' + 813 — Bai + ax +a +10, zo = 
b) w(x) = z* — 3a* + ат? + (a +5)z +4, zo = 2 


1 


2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu 


*2.13. Wykres wielomianu 


Wykresem wielomianu stopnia pierwszego, w(x) = az + b, jest prosta, a wy- 
kresem wielomianu stopnia drugiego, w(x) = ал? + ba + c, jest parabola. 
Dokładne narysowanie wykresu wielomianu wyższego stopnia, bez korzysta- 
nia z kalkulatora graficznego lub komputera, może okazać się bardzo praco- 
chłonne. Można natomiast sprawnie naszkicować przybliżony kształt wykresu, 
gdy znamy pierwiastki wielomianu. 


Poniżej przedstawiono wykresy kilku wielomianów trzeciego stopnia. 
Wykresy wielomianów o dodatnim współczynniku przy najwyższej potędze. 


Di 
1 
x 
у= 3(z + 1)2(z — 1) 
ej potędze. 
y y 
X o 1 x o x 
у= —z(z + 1)(z — 2) у= —z(z — 2)? 


Zauważ, że gdy wykres wielomianu przechodzi przez pierwiastek jednokrotny, 
wartości wielomianu zmieniają znak z dodatniego na ujemny lub odwrotnie. 
Mówimy wtedy, że wielomian zmienia znak. Natomiast w pierwiastkach dwu- 
krotnych wielomian nie zmienia znaku. 


Znak wielomianu w przedziale (a; oc), gdzie a jest największym pierwiast- 
kiem, jest taki sam jak znak współczynnika przy najwyższej potędze. 
Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach krotności nieparzystej. 


2. Wielomiany 


Przykład 1 

Określ znak wielomianu w w przedziale (a; оо), gdzie a jest największym pier- 

wiastkiem, i naszkicuj wykres tego wielomianu. 

a) w(x) = —т(т + 2)(z — 2) 

Wielomian w ma tylko pierwiastki jednokrot- 

ne: —2, 0 i 2, co oznacza, że zmienia on znak 

w każdym z tych pierwiastków. 

Współczynnik przy najwyższej potędze jest 

ujemny, więc wielomian w przedziale (2; оо) 

przyjmuje wartości ujemne. 

b) w(r) = Ate — 3)2(z +3) 

Pierwiastkami wielomianu w są liczby: 

—3 - pierwiastek jednokrotny — wielomian 
zmienia znak, 


3 ` pierwiastek dwukrotny — wielomian 
nie zmienia znaku. 


Współczynnik przy najwyższej potędze jest 
dodatni, więc wielomian w przedziale (3; oc) 
przyjmuje wartości dodatnie. 


Ćwiczenie 1 

Naszkicuj wykres wielomianu w. 

a) w(x) = (z — 3)(z — 1)(x + 2) d) ш(х) = —r(a* + 2x + 1) 

b) (z) = z(z +3)2 e) w(z) = (1 — lte + Ae — 5) 
e) (z) = z (z — 1) f) wiels (2 — 2)(a? + 6z +9) 


Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianów czwartego stopnia o dodat- 
nim współczynniku przy najwyższej potędze. 


2.13. Wykres wielomianu 
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Poniżej przedstawiono wykresy kilku wielomianów czwartego stopnia o ujem- 
nym współczynniku przy najwyższej potędze. 
Wł ha I 1 JE 


y=-z(e +2)(z +1)(z —1) у= —#z(z — 1)(z +2)2 y = —z2(z — 2)? 


Ćwiczenie 2 

Poniżej przedstawiono szkice wykresów wielomianów czwartego stopnia, dla 
których współczynnik przy najwyższej potędze jest dodatni (a, > 0). 

B. ©. Y 


Dobierz szkie wykresu do każdego z podanych wielomianów: 
u(x) = z(z —1)2(z—3), v(x) = (z+1)2(z—4)2, w(x) = z(z+1)(z —1)(z —3). 


Ćwiczenie 3 
Podaj wzór wielomianu czwartego stopnia o współczynniku a, = —1, którego 


szkie wykresu przedstawiono poniżej. 
a) r b) е) H 
z o x x o E 
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Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres wielomianu w. 


а) w(x) = (z +3)(z + 1)(r — 2)? 
b) w(x) = Zeie — 3)? 


Przykład 2 


с) w(x) = —3z2(zr + Alte — 1) 
d) w(x) = —(z + 2)(z — 1)(2z2 — 8) 


Naszkicuj wykres wielomianu u(x) = 4z2(z + 3)2(z + 1)(x — 2)3. 


Stopień wielomianu: 8, jego pierwiastki: 0. —3, —1, 2. 
-1, 0, 2. 
jednokrotny 


Krotność pierwiastków wielomianu: 


Współczynnik przy naj 
tędze jest dodatni, więc wielomian u 
w przedziale (2; оо) przyjmuje war- 
tości dodatnie. 

W pierwiastkach o parzystej krotno- 
ści (czyli w —3 i 0) wielomian nie 
zmienia znaku. 


ższej po- 


Ćwiczenie 5 
Naszkicuj wykres wielomianu w. 


a) w(x) = (z — 3)(2r + 1)2(z + 1)? 
b) w(x) = He — 3)(z + 4)2(z2 — 9) 


Zadania 


1. Naszkicuj wykres wielomianu w. 
a) u (z) = (z — Ui + 2)(r + 4) 
b) w(x) = —(z +3)(1+ z)(2 — z) 
с) w(x) = —1(z +3)(—z — 2)? 


_3, 
dwukrotny 


dwukrotny trzykrotny 


с) w(x) = —3(z — 5)(т + 1)2(z — 2)2 
d) w(z) = —5(z— 1)2(z+3)2(1—z2) 


d) w(x) = (3 — z)2(4 — т?) 
e) u(z) = 3(z — 4)(a +2)2(z +3) 
f) u(z) = —2(a? — 2)(a? — 9) 


2. Podaj wzór wielomianu czwartego stopnia o współczynniku a4 = 1, którego 


szkic wykresu przedstawiono poniżej. 


a) D b) 


Y 


2.13. Wykres wielomianu 


3. Podaj wzór wielomianu piątego stopnia o współczynniku az = —1, którego 
szkic wykresu przedstawiono poniżej. 


4. Naszkieuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentów wielomian ten 
przyjmuje wartości ujemne? 


a) w(x) = (z — 4)?(x + 3) d) w(x) = 4z2(z + 1)(a — 6) 
b) w(x) = (a? — 5)(z + 2) e) w(x) = —3(z2 — Alte — 2)? 
с) w(x) = (1 — z2)(z — 3) f) u(z) = (22 + 6z + 9)2 


5. Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentów wielomian ten 
przyjmuje wartości nieujemne? 
a) w(x) = (z — 2)(x — 3)*(r— A d) w(x) = 2z(z + 2)(т* — 4)(3— х)? 
b) w(x) = —z2(z + 1)?(x + 2)? e) w(z) = –7(22+3)(3 – 22)(3 — т)? 
c) w(x) =6x(2? — 6z)(z2 — z) f) w(x) = (922 — 1) (32 — 1)?(x — 3) 
6. Dany jest wykres wielomianu w trzeciego stopnia. Naszkicuj wykres wie- 
lomianu v(x) = w(—r) i zapisz jego wzór w postaci: 
v(x) = aga? + azz? + ат + ao 
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*2.14. Nierówności wielomianowe 


Przykład 1 
Na rysunku obok przedstawiono szkic wy- 
kresu wielomianu: 


(z + 4)*(x — 2) 


Rozwiąż nierówność z(x + 4)2(z — 2) > 0. 


w(x) = 


Z rysunku odczytujemy, że wielomian w przyjmuje wartości dodatnie dla: 
z € (—%; —4) U(—4;0) U (2; оо) 


Ćwiczenie 1 
ż nierówność, korzystaj: 
wykresu wielomianu: 

w(a) = — Ma + 2)(z — 1)(z — 3) 
a) -Hæ +2)(e — 1)(r-3)>0 b) —1(r +2)(r — 1)(r — 3) <0 


: ze szkicu 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż nierówność, korzystając ze szkicu 
wykresu wielomianu: 

w(x) = (z + 1)2(z — 1)(z 4) 
a) (z +1)X(z — 1)(r — 4) > 0 с) (z +1) (z — 1)(r — 4) 2 0 
b) (r +1)?(x — 1)(r — 4) < 0 d) (r+1)?(x — 1)(x — 4) < 0 


Ćwiczenie 3 
Rozwiąż nierówność, korzystając ze szkicu 
wykresu wielomianu: 

w(z) = —(z + 3)2(z + 1)(z — 2)? 
а) —(z +3)2(z + 1)(x —2)2 > 0 с) —(z +3)2(z + 1)(z — 2)2 < 0 
b) —(z +3)2(z + 1)(z — 2)2 > 0 d) —(z +3)2(z + 1)(z — 2)? < 0 


Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres odpowiedniego wielomianu i rozwiąż nierówność. 


a) 3(a — 5)(z + 2)(a +4) < 0 ©) 4(r +3)? (1—2) >0 
b) äis — 5)(r + 2)?(x + 4) < 0 d) Ate — 5)2(z +2)? > 0 
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Przykład 2 
Rozwiąż nierówność A7 — 4т > 0. 
Rozkładamy wielomian w(x) = z? — 4z na czynniki: 

w(z) = z? — 42 = z(z2 — 4) = z(z — 2)(z + 2) 
Pierwiastkami wielomianu w są liczby: 0, 2 
oraz —2. Szkicujemy wykres wielomianu w 
i odczytujemy zbiór rozwiązań nierówności 
ш(т) > 0: z € (—2;0) U (2; оо). 


Przyklad 3 
Rozwiąż nierówność —z + z" + бт? < 0. 


Rozkładamy wielomian w(x) = —z* + z3 + бт? na czynniki: 

w(x) = —1' +а? + 6a” = 

=—-a(a? — 1 — 6) = 

= —z?(z + 2)(x — 3) 

Pierwiastkami wielomianu w są liczby: 0 (pierwia- Y. 
stek dwukrotny), —2, 3. Szkicujemy wykres wielo- 


Pierwiastkami trójmianu 
a? — z — 6 są liczby —2 i 3. 


mianu w i odczytujemy zbiór rozwiązań nierówno- 4 
ści w(£) < 0: (BN 

z € (-00;—2) U {0} U (3; 00) TEG 5 
Ćwiczenie 5 


Rozwiąż nierówność. 
a) –2%+212-1<0 с) 22-12-1+1<0 е) 21% +z2-8r—4>0 
b) –а +a?+6:>0 4) –21+1022 +11492 > 0) f) änt —2r2—6z+4<0 


Przykład 4 
Rozwiąż nierówność z(x + 2)(22 + z + 3) < 0. 
Trójmian 22 + r + 3 przyjmuje tylko wartości dodatnie. Zatem możemy obie 
strony nierówności podzielić przez ten trójmian. Otrzymujemy nierówność 
kwadratową: 

Ss s(x +2) <0 


której zbiorem rozwiązań jest przedział ( —2: 0) — jest to zbiór rozwiązań wyj- 
ściowej nierówności. 

Ćwiczenie 6 

Rozwiąż nierówność. 

a) (22+ 3x tte + 3a — 4) > 0 b) 22 — 312 +r-3<0 
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Przykład 5 

Rozwiąż nierówność z? — 6z2 + 82 — 3 < 0. 

Szukamy pierwiastków całkowitych wielomianu: 
w(x) = z? — 6x? +80 —3 

wśród dzielników jego wyrazu wolnego, czyli wśród liczb: 1, —1, 3, —3. 

w(1) = 0, więc 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wykonujemy dzielenie: 

Lei — 6x? + 8x — 3) : (r — 1) = x° — 5z +3 
Obliczamy wyróżnik i pierwiastki trójmianu kwadratowego т? — 5х + 3: 
A=25-12=13, т = YE, т, = HA 
Szkicujemy wykres wielomianu w i odczytujemy Y! 
zbiór rozwiązań nierówności w(x) < 0: 


ze (еч) обоа) 


Ćwiczenie 7 
Wyznacz pierwiastki wielomianu w, a następnie rozwiąż nierówność w(x) < 0. 
a) w(x) = а? +312 +r—1 с) w(x) = z? — 222 — 20 —3 
b) щ(т) = 2° + 8a? + 172 +4 d) w(x) = —т* + 22° — 412 + 80 
Zadania 
1. Rozwiąż nierówność. 
a) 9z3 — 4x > 0 d) z! < 8a g) 2z3 + 5a? — 31 > 0 
b) 4r? + 3a? > 0 е) z! < Ba? h) —z3 + 2a? + 4z < 0 
с) а + 4z < 4a? $) z > Ты i) z! +5a* — 222 > 0 
2. Rozwiąż nierówność. 
a) а? + у222 2-2 <0 е) zt — 52 +25 <0 
b) 4r? + 1222 -2-3>0 f) 21+ 222 —6r —12>0 
с) A — 3a? — 10r + 15 < 0 g) ба? — ai + 41° — 6x? > 0 
d) ża? + ga” — 6x —2<0 h) v3a*— al — fei +2312 > 0 
3. Rozwiąż nierówność. 
a) zt- x? —20—4<0 e) (x? + 2x + 1)(322 — z — 1) < 0 
b) z? + 6a? + 6x > —5 f) (22 +z — 2)(22 —3r +1) > 0 
с) —a* + 222 + 4 > 3 g) 3(z*— 1? +1) <4— z! 
d) z? — 6z2 + 12z < 8 h) z! — r? + 24 > 12(z2 — 1) 
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4. Wyznacz zbiory AN B i AN B. 
a) A= {zx E€ R: z? — 4r > 0}, B = (z € R:z3 — x° — 9z +9 < 0) 
b) A= (z € R: z! – 161? < 0}, B = (z € R: zt — 5x? +4 > 0) 
c) A= (z € R:3z3 — z2 —6r+2<0), B = (z € R: z — z2 > 2a*) 
5. Wyznacz zbiór tych argumentów z, dla których spełnione są jednocześnie 
nierówności f(x) > g(z) i g(z) > h(z). 
a) f(u)=a*— 4r, g(x) =4a* +812, h(x) = 42z2— z 
b) f(z) = zt + z3, g(z) = 3z —z2, h(z) =z" + 212—9 
с) f(z)= 223 — 412 + 30, g(z) = 12, h(z) =3z3—3r+1 
6. Naszkicuj w jednym ukladzie wspólrzednych wykresy funkcji f i g, a na- 
stępnie odczytaj zbiór rozwiązań nierówności f(x) < g(z). 
a) J(aj=a*, g(z) = = b) f(z) = z", g(x) = 22 
7. Dla jakiej wartości parametru m liczba a jest miejscem zerowym funkcji f? 
Rozwiąż nierówność f(x) > 0 dla wyznaczonej wartości m. 
а) (2) =x- r? +mzr+4, а=1 
b) (к) = 2 +322 + mz — 4, а= —2 
с) f(x) = (2 3m)a* — 222 +z —2, а= —1 
d) f(z) =a* + (m? – 4) 22 — 7z — 6, а=3 


8. Wyznacz dziedzinę funkcji f. 
а) J(e) = V+ 05—27 d) f(z) = Уат + 22 — e 166 
b) Ла) = sz — 022—9 e) ДӨ) = Мате zły 


c) f(e) = Vz- 6r? F8 f) f(x) = SECH as 


9. Ма rysunku obok przedstawiono wykres wie- 
lomianu u czwartego stopnia oraz wykres 
trójmianu kwadratowego w. Odczytaj z ry- 
sunku zbiór rozwiązań nierówności. 

a) u(x) — w(x) < 0 
b) u(x) : w(x) > 0 
с) u(x) - w(x) < 0 
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Czy wiesz, że... 


Nierówności wielomianowe można również rozwiązywać, tworząc tak zwa- 
ną siatkę znaków. W tym celu należy doprowadzić nierówność do postaci, 
w której po jednej stronie znajdzie się wielomian rozłożony na czynniki, 


a po drugiej stronie — zero. Na przykład: 
(x + 4)(x — 1)(x — 3) < 0 


Następnie należy określić znaki czynników w przedziałach wyznaczonych 
przez pierwiastki wielomianu. 


т+4 
@—1 
2-3 


iloczyn 


т<—4 


-4 


= 


+ 


-4<v<1 | 1 


1<z<3 
+ 
+ 


3 
+ 
dër 
0 


0 


+ ++ +| v 


Z ostatniego wiersza tabeli odczytujemy, że nierówność zachodzi dla: 


z € (—oco; —4) U (1;3) 


101 Rozwiąż nierówność, korzystając z siatki znaków. 
a) z(2r + 1)(x + 6) < 0 
b) (2 3:)(22 — 2) > 0 
c) (a? — 4)(r- 3) >0 
d) zt — 5a* + 4a? < 0 


11. 


Aby rozwiązać nierówność: 


uc: 


2+2 
z+1 
т—3 


iloczyn 


2<—2 


е) 22 +312 ER 
f) z? + 312 — 9r — 27 < 0 


g) а 


3— Ta-6<0 
h) (22 — 4)(a? + z — 12)>0 


Le +2)(r + 1)(r- 3) >0 


-2 
0 


Еа 


=2<x<=1| -1 


SS 
0 


-1<z<3 


+ 


$ 
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ń sporządził siatkę znaków. Trzy znaki w tabeli wpisane są błędnie. 
2 błędy i podaj poprawny zbiór rozwiązań nierówności. 
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2.15. Wielomiany — zastosowania 


Ćwiczenie 1 

Dany jest prostopadłościan o krawędziach długości 5 cm, 6 cm i 8 cm. Każdą 
jego krawędź zwiększono о z cm. Wyznacz z, jeśli wiadomo, że objętość pro- 
stopadłościanu wzrosła о 320 cm. 


Ćwiczenie 2 

Z prostokątnego arkusza kartonu o wymiarach 
30 cm na 40 cm wycięto w narożnikach kwadraty 
o bokach długości r cm, a następnie pozostałą 
część sklejono i otrzymano otwarte pudełko. 


a) Wyznacz wielomian V zmiennej z opisujący 


objętość otrzymanego pudełka. Określ dziedzinę 
tej funkcji. 


b) Na rysunku obok przedstawiono wykres wielo- 
mianu V. Na podstawie tego wykr: 
bliżone wymiary pudełka o najwięks 


u podaj prz 
zej objętości. 


c) Sprawdź, czy spełniona jest nierówność 
(10) > V(2.5) 


Ćwiczenie 3 


Z kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm wycięto w narożnikach kwa- 
draty o bokach dm, a następnie pozostałą część sklejono i otrzymano otwarte 
pudełko. 

a) Wyznacz wielomian V zmiennej т opisujący objętość 
otrzymanego pudełka. Określ dziedzinę tej funkcji. 


b) Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 


р 
с) Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- 120 
lomianu V. Odczytaj z wykresu przybliżone roz- 
wiązanie nierówności V (x) < 64 dla z € (0:6). 


64 
40 


d) Rozwiąż algebraicznie nierówność V (z) < 64 
dla z € (0:6). 


2. Wielomiany 


Zadania 


1. W prostopadłościanie, którego podstawą jest kwadrat o boku z dm, suma 
długości wszystkich krawędzi jest równa 40 dm. 
a) Wyznacz wielomian V zmiennej z opisujący objętość tego prostopadło- 
ścianu. Określ dziedzinę tej funkcji. 
b) Dla jakich wartości т objętość tego pros- 
topadłościanu jest równa 36 dm*? 


2. Do akwarium (rysunek obok) wlano wodę 
do wysokości (a — 0,5) dm. Podaj wymiary 
akwarium (pomiń grubość szkła), jeśli wia- 
domo, że wlano do niego 112 1 wody. 


22 dm 
3. Wyznacz wielomian V zmiennej r opisujący objętość prostopadłościennego 
klocka o wymiarach 2r cm x 22 cm х (7 — z) cm. Określ dziedzinę tej 
funkcji. 


a) Przerysuj poniższą tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 


i 1 3 5 sl |Y 
т 1 1 #1213 М 
Vla) LANAAANANM ` 


\ 
Я š ` BYE \100 
b) Oblicz pole powierzchni całkowitej ` 
tego klocka, jeśli wiadomo, że jego ob- 
jętość jest równa 0,2 dm*. 


` 


4. Podstawą domku dla lalek jest prostokąt o ob- 
wodzie 32 dm (rysunek obok). Wysokość domku 
w najwyższym punkcie wynosi 5 dm. 


x dm 


a) Wyraź objętość domku V jako funkcję 
zmiennej т. Określ dziedzinę tej funkcji. 2r dm 
b) Dla jakich wartości z objętość domku jest mniejsza od 240 dm*? 


5. Z tekturowego koła wycięto figurę w kształcie 
takim. jak pokazano na rysunku obok, i skle- 
jono z niej otwarte prostopadłościenne pudełko. 
Podstawa pudełka jest kwadratem o boku т cm, 
a wysokość pudełka jest równa (2r—1) cm. Jakie 
wartości może przyjmować pole koła. jeśli obję- 
tość pudełka jest większa od 162 cm*? 
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2.16. Zagadnienia uzupełniające 


P Metody przybliżone rozwiązywania równań wielomianowych 


Dokładne rozwiązanie równania wielomianowego może być bardzo skom- 
plikowane lub (w przypadku równań stopnia wyższego niż czwarty) nie- 
możliwe. W praktyce często stosuje się metody przybliżone. 


Twierdzenie 


Jeśli dla wielomianu w oraz liczb тү < т» liczby w(z1) i u(zə) są 
różnych znaków, to wielomian ten ma pierwiastek zo € (£1; 12). 


Na rysunku poniżej przedstawiono wykres wielomianu: 
w(z) = z? — 612 + 112-4 
W tabeli podano wartości 


ielomianu w dla wybranych argumentów. 


z e 7 Y 
z © Ж| ж ЖЕ эч 
ШОШ -4|$|2|8|2|5|2|% 


Ponieważ w(0) < 0 oraz ш(1) > 0, wielomian ten ma 
pierwiastek ту € (0; 2). TE zo przyjmujemy środek 
tego przedziału i otrzymujemy zo % cią 
do 0,25). Aby otrzymać wartość pierwiastka z dokład- 
niejszym przybliżeniem, sporządzamy tabelę przybliżo- 
nych wartości wielomianu dla wybranych argumentów. 


z 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 
w(x) —1,609 —1,213 —0,842 —0,496 —0,174 0,125 


Ponieważ w(0,45) < 0 oraz w(0,5) > 0, istnieje pierwia- 
stek xo € (0,45;0,5). Jako ту przyjmujemy środek tego 
przedziału i otrzymujemy zo = 0,475 (z dokładnością do 
0,025). 


1. Dany jest wielomian w(x) = —2х% + За? + 1 
a) Oblicz wartości wielomianu w dla z € [-1, —1,0, 1,1, 3,2), a następnie 
podaj jego pierwiastek z dokładnością do 0,25. 


b) Oblicz wartości wielomianu w dla z € (1.6; 1,7; 1,8) i na tej podstawie 
podaj jego pierwiastek z dokładnością do 0,05. 
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Rozpatrzmy wielomian w(z) = z — 222 — r + 1. 
Dla z = 0 mamy w(0) = 1 > 0, a dla z = 1 mamy 
w(1) = —1 < 0. Oznacza to, że wielomian w ma 6 1 
pierwiastek zo € (0;1). 

Obliczamy w(3) = 0,125. Mamy w(3) > 0i w(1) <0, —ə— 


więc istnieje pierwiastek zo € (1:1). ы % 1 
Obliczamy ш(3) = —0,4531. Mamy w(ż) > 0 oraz — 
w(ż) < 0, więc istnieje pierwiastek zo € (3: š). 3 1 
Przyjmując jako zo środek przedziału (3; 3), otrzy- 6 ERTS) 
384 


mujemy zo ^ 2 (z dokładnością do 0,125). 
Powyższa metoda, zwana metodą bisekcji (czyli połowienia), pozwala wy- 
znaczyć pierwiastek wielomianu z dowolną dokładnością. 


Ё 2. Dla wielomianu w(x) = z — 4z2 + 3x + 1 zachodzą nierówności w(1) > 0, 
w(2) < 0 (sprawdź). Zatem istnieje pierwiastek ry Є (1:2). Stosując me- 
todę bisekcji, wyznacz zo z dokładnością do 0,05. 


Aby wyznaczyć przybliżone rozwiązanie rów- 
nania wielomianowego, można skorzystać 1 
z kalkulatora graficznego. Na rysunku obok 
przedstawiono wykres wielomianu: 

w(x) = z? — 4a” + 3x + 2,05 

otrzymany na ekranie takiego kalkulatora. 
Pierwiastkiem tego wielomianu jest na pewno 
liczba zo € (—1:0). 
Aby sprawdzić, czy wielomian w ma jesz- 
cze inne pierwiastki, można powiększyć frag- 
ment wykresu. Na rysunkach obok przedsta- . + H e 
wiono dwa kolejne powiększenia. Na ich pod- 
stawie możemy wnioskować, że wielomian w 
ma jeszcze dwa pierwiastki należące do prze- 
działu (2:3). Wartość jednego z tych pier- 
wiastków, w zaokrągleniu do trzech miejsc po 
przecinku, wynosi 2,365. 


2 = 2,364612, у = —0.000256 
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E Schemat (algorytm) Hornera 


Schemat Hornera (William Horner — angielski matematyk, żył w latach 
1786-1837) pozwala na zmniejszenie liczby wykonywanych operacji mno- 
żenia podczas obliczania wartości wielomianu dla danego argumentu. 
Rozpatrzmy wielomian: 
w(x) = aga” + aaa” + ал+ ao = 
=Qg:T:T:T+Qa'T:T+Qq"T+dg 
Aby obliczyć wartość tego wielomianu dla danego argumentu, należy wy- 
konać sześć działań mnożenia i trzy dodawania. 
Zauważmy, że: 
w(x) = aga? + aaa? + аат + ao = 

= (азт? + ar + aj) -£ + ao = 

= ((az -x + a) £ + ay) ` z + ao 
Korzystając z otrzymanej postaci wielomianu w, możemy obliczyć jego 
wartość dla argumentu т = a, wykonując trzy działania mnożenia i trzy 
dodawania. 
Jeśli wprowadzimy oznaczenia: 


w(a) = (( 


Przykład 1 
Dany jest wielomian w(x) = 4a? — 51°? + 7x — 20. Korzystając ze schematu 
Hornera, oblicz w(2). 


b= 4 Zapis w postaci schematu: 
b =2.4-5=3 
b 3+7 = 13 


by =2:13—20=6 
Zatem w(2) = 6. 
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3. Oblicz wartość wielomianu w dla argumentu a. Skorzystaj ze schematu 
Hornera. 


a) w(x) = 22° — 5a? — 41 +7, a=3 
b) ш(т) =5x' — 6z? — 3r? +r — 1, a=2 


Schemat Hornera możemy również wykorzystać do wyznaczenia ilorazu 
i reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian z — a. 
Rozpatrzmy wielomian w(x) = aga” aga? +a,r+ag. Zgodnie z przyjętymi 
poprzednio oznaczeniami mamy: 
w(x) = aga” + азл? + аут + ao = 

= bsz3 + (bz — abs)z2 + (by — abs) + by — ab, = 

= (ba? + әт + by) — (ag? + bax + by)a + by = 

= (b32? + bax + by) (1 — a) + by 
Zatem bza? + bar + bi jest ilorazem, a by resztą z dzielenia wielomianu w 
przez dwumian z — a. 


Przykład 2 
Wyznacz iloraz p i resztę r z dzielenia wielomianu ш(т) = 5т%—Т7т?+3х—3 
przez dwumian 1—2. Wielomian w zapisz w postaci w(x) = p(z)(x —2)+r. 


Sporządzamy schemat: 


Ze schematu odczytujemy iloraz р(х) = 5a? +3x +9 i resztę r = 15. Zatem 
w(x) = (5a? + 32 + 9)(z — 2) + 15. 


4. Wykonaj w sposób tradycyjny dzielenie (321 — 10% — 29r + 2) : (z — 4). 
Porównaj zapis tego dzielenia z podanym niżej zapisem dzielenia wyko- 
rzystującym schemat Hornera. 

-10 0 29 2 

12 8 32 12 
3 2 8 3 14 

5. Wykonaj dzielenie wielomianów, korzystając ze schematu Hornera. 

a) (6x* — 3a? — 10z +9) : (z — 3) с) (z! — 6z3 + 6x? —8) : (z — 2) 
b) (22° + 4z2 — 10x — 9) : (z + 2) d) (x! — 522 — z — 2): (z +2) 


Zwróć uwagę na 
współczynnik 0 przy +*, 
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A 
Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I 


1. Dane są wielomiany w(x) 
wielomian u i podaj jego stopień. 


1 oraz p(x) = 2a? + 4a + 1. Wyznacz 


a) u(x) = Zw(z) + (1 — z)p(z) b) u(x) = [w(a)]* — > - p(a) 
2. Rozłóż wielomian w na czynniki. 
a) ш(х) = Ari — 3a? d) w(x) = 5z5 — 10z3 + 5x 
b) u(z) = 2z3 + 41° + 22 e) ш(т) = —325 + 302° — 75z 
с) w(x) = zŠ + Ta? + ба“ f) w(x) = 3215 — 16a! + 2a? 
3. Dany jest wielomian w, dla którego ш(—1) = 4 i w(0) = 3. Oblicz a i b. 
a) w(x) =a* + (а — bja” — 4r + $ b) w(x) = —aa* + 322 + a — 6b 
4. 
d) 202% + 25 = zt 
e) 4:5 + z3 = Ai 
f) 21 = 2° + 1° 
5. óż wielomian w na czynniki i podaj jego pierwiastki. 
a) w(z — 212 — Zei а) w(a) = 125z3 — 27 
b) u(z) = 21 + z3— da? — 4r e) w(x) = 27x' + gz 


e) wiel d — 152-3 f) w(x) = 141° + Ta 


6. Rozwiąż równanie. Ile pierwiastków tego równania należy do przedziału 


е) 814° — 912 — 91 +1=0 
a f) zt +a* —81—8=0 

See +22 -80-4=0 g) 8r! +r’ + 641 +8=0 
d) 2 — a? —9r+9=0 h) 415 = 412 +1=0 


7. Dla jakich wartości parametru m liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w? 
a) w(x) = z? + (2т – 1)a?* – 32 +7. a=2 
b) w(x) = –2? + mz? -mr +5, а= 3 
с) w(x) = 2? + 3z2 + (m? — 2m)r +2, а= —2 
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N 


8. Wyznacz iloraz i resztę z dzielenia wielomianu w przez dwumian p. 
a) ш(т) =т%+т+1, p(z)=r—3 
b) ш(х) = 24 +22 +1, p(r)=r+$ 
с) w(x) = Ari — 23—22 —1 +6, p(r)=z—1 

9. Dany jest wielomian w. Przedstaw go w postaci w(x) = (z +2)p(z)+ r (z). 
a) w(x) =a* +21 +5 с) w(z) = Aal + 81° — a? — 2x 
b) w(x) = 1° +222 EEN d) w(x) = z3 +3? — 9r — 2 

10. Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w przez dwumian q. 
a) w(a)=7x' -z +1, q(z) =z=—1 
b) w(x) = 22° + бх? —8, q(z) =z +2 
с) w(x) = —z5 + 3z2 + 10z, q(z) = z — 2 

E Zestaw II 

1. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostałe pier- 
wiastki. Rozłóż wielomian w na czynniki. 

— 512 — 2r + 24, 
— 2a? — 91 +4, a= 

с) ш(х) = 222 +12 +т-1, a=1 
d) w(x) = а + 322 —3r—1, а=1 
e) w(x — a? —8r +12, а=2 

2. Rozwiąż równanie. 
а) z? — 6a? +1lr-6=0 е) 212° — 922 — 4r — 0 
b) z? — 6a? — 52 — 14 = 0 f) 15x* +822 —9x—2=0 
с) z? +5a? +81 +6=0 g) r! +13 — 4122 — 20 +4=0 
d) 22 — a? -3r -9=0 h) z” — a* — 7z2 +5r + 10 = 0 

3. Rozwiąż równanie. 
а) 223 + 3a? +5: +2=0 с) Że” —a* —r-3=0 
b) 223 +2? — 5z +2 = 0 d) 3r? — 522 +4r+2=0 

4. Dla jakich wartości parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu- 


mian q? 
a) w(x) = ot Uu — £ +a, q(r)=x—1 
b) w(x) = z? — бх — За, q(x) = 2-а 


Zestawy powtórzeniowe 


м 


5. Wyznacz wartość parametru a, dla której reszta z dzielenia wielomianu 
w(x) = z? + ат — 3 przez dwumian: 
a) r — 1 jest równa 4, b) r +2 jest równa 5. 


6. Dla jakiej wartości parametru a wielomiany u i w są równe? 
a) u(x) = (ax — 1)(az +2), w(x) = 92? — 3x — 2 
b) u(z) = (22 — a)(az +1), w(x) = 21° + z? — 4r — 2 
с) u(z) = -x° + (a? +a)z + 1, ш(т) = az? — 2z +a? 

7. Rozwiąż nierówność. 
a) (z + 1)(z2 — 5x + 6) > 0 d) (z — 3)2(z22 — 6r +8) > 0 
b) (22 – 1)*(a* — 2r + 1) < 0 e) (a? — 1)(7 — z)(1— z) < 0 
с) (a? +x+2)(a? —4x—5)>0 f) (6—z)?(x — 3)(x +5) <0 


8. Rozwiąż nierówność. 


a) а +z? — 206 > 0 e) 1* +412 +1 +4>0 
b) z? — 3a? + 2: < 0 f) —a* + 312 +20 -6 <0 
с) —r' + 6x” — 922 < 0 g) 29—х%—%+1>0 


d) 321 +r" +22 <0 h) —z5 + 32° — 8x? +24 < 0 


9. Drewniany klocek ma ksztalt graniastosłupa (rysunek poniżej), którego 
objętość jest równa V. Oblicz długość najdłuższej krawędzi tego klocka. 


a) V = 24 dm’? b) V = 28 dm? 


z dm SCH o sdm ZW 
s A f ° 
гап таш zdm 
[р] 10. Niech w(x) = (22 + 32 + 1)? — 1. Wykaż, że dla dowolnego n € N liczba 
w(n) jest iloczynem czterech kolejnych liczb naturalnych. 
[р] 11. Wykaż, że jeśli wielomian trzeciego stopnia w(x) = ат? + ba? + cz + d 
można przedstawić w postaci iloczynu czynników liniowych: 
аа) = a(z — ale — та)(т— тз) 
to zachodza zwiazki: 
By + Tą + T3 = _š, Tı -T2 ` T3 = 2 21-12 +11 ‘Ta aa ra = 2 
Są to wzory Viëte'a dla wielomianu trzeciego stopnia. 


тшшш 114 2. Wielomiany 


Sposób na zadanie E 


Przykład 
Dla jakich wartości parametrów a i b liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem 
wielomianu w(x) = z? + aa? + br +9? 
Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na jeden z poniższych sposobów. 
I sposób 
Jeśli liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu w, to reszta z dzielenia tego wie- 
lomianu przez x — З jest równa 0. 
Li + aa? + br +9) : (x — 3) = x? + (a +3)xr + 3a+b+9 
=a? + 3a? 
(a + 3)a* + br +9 
—(a + 3)a? + 3(a + 3)z 
(3a +b +9)r +9 
—(3a + b + 9)x + 3(3a + b + 9) 
9a + 3b + 36 


Otrzymujemy iloraz u(z) = z? + (a+3)x + 3a +b+ 9 i resztę r = 9а +3b+ 36. 
Przekształcamy równanie 9a + 3b + 36 = 0 i otrzymujemy b = —3a — 12. 
Zatem iloraz ma postać u(x) = z? + (a + 3)r — 3. 
Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w, więc jest pierwiast- 
kiem wielomianu u: 

u(3) =0*37+(a+3):3-3=0%a=—5 
Obliczamy b: b = —3 - (-5) — 12 = 3. 
Otrzymaliśmy zatem: a = —5 i = 3. 


II sposób 
Liczba 3 jest pierwiastkiem podwójnym wielomianu w, więc istnieją liczby 
c, d € R takie, że zachodzi równość: 
w(x) = (z — 3)?(er + d) 
z + aa? + bz +9 = (a? — бт +9)(cr + d) = 
= cz + (-6c + dja? + (—6d + 9c)x + 9d 
Porównujemy współczynniki przy z oraz wyrazy wolne i otrzymujemy c = 1 
id=1. 
Obliczamy a: a = —6c + d = —6 + 1 = —5. 
Obliczamy b: b = —6d + 9c = —6 +9 = 3. 


Stąd: 


Odpowiedź: a = —5 i b = 3 


Sposób na zadanie 115 Waw 


Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 
1. Jeśli w(x) = 2a? — 6 i u(x) = —z3 + Ат + 2, to f(2) = 4 dla: 

A. f(z) = w(z) + Żu(z), С. f(x) = w(x) - u(x), 

В. f(x) = Żw(z) — u(z), D. f(x) = w(x) : (u(x) + 2). 


3 


A. А\(—1,4), Aa(1,4) 
В. B,(2,8), B,(—2,6) 


3. Dany jest wielomian w(x) = (2 — z)? - (VŻr — he Współczynnik przy 
najwyższej potędze tego wielomianu jest równy: 


A. —8v2, B. —2V2, С. 2V3, р. 8v2. 
4. Pierwiastkiem wielomianu w(x) = 2° — (4 + 2V3)z jest liczba: 
А. — 3, В. v3, C. 1- V3, D. 1+ v3. 
5. Liczby —3, 1 są jedynymi pierwiastkami równania: 
A. tir A С. (z — 1)2(z2 + 6z + 9) = 0, 
B. z? + 322 - 2-3 = 0, D. (a? – 1)(т +3)? = 0. 
y 


6. Na rysunku przedstawiono wykres wielomianu w 
trzeciego stopnia. Największa wartość tego wielo- 
mianu w przedziale (—1;6) wynosi: 

A. 13,5, C. 12,5, 
B. 13, D. 12. 


1 


7. Ile liczb całkowitych spełnia nierówność (z+1)(z+2)2(z +3)8(z+4)% < 0? 
A.0 B. 4 GT D. 10 


8. Zbiór rozwiązań nierówności (x? — 4)(4 — т)? < 0 jest równy: 
A. (—2;2), С. (-2;2) U (4), 
В. (-2;4), D. (—oo; —2) U (2;00). 


9. Liczby: тү, 22, £4 są pierwiastkami wielomianu 2: + bz? + cz + d = 0. 
Wynika stąd, że suma z, + z> + zs jest równa: 


A. %, С. 2(b+c+d), 
SS D. —1(b+c+d). 


mmm 116 2. Wielomiany 


Przed obowiązkową maturą z matematyki E 


D Zadania krótkiej odpowiedzi 

Zadanie 1 (2 pkt) 

Oblicz wartość wielomianu w(x) = (z+ V3)(z — /3)(z! +32? +9) dla z = 09. 
Zadanie 2 (2 pkt) 

Objętu janu jest równa aV6+bV3 dla pewnych a, b € Z. Wyznacz a i b, 
jeśli długość krawędzi tego sześcianu jest równa үб — v3. 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Rozwiąż równanie z* + 22 + 8z + 8 = 0. 

Zadanie 4 (2 pkt) 
Które z liczb całkowitych o wartości bezwzględnej mniejszej od 4 są pierwiast- 
kami wielomianu w(x) = z3 + 2a? — 16x — 32? 


m Zadania rozszerzonej odpowiedzi 

Zadanie 5 (4 pkt) 

Podaj wzór wielomianu opisującego objętość 

pudełka w zależności od z (rysunek obok). 

Jaka jest dziedzina tej funkcji? Dla jakiej 2-4 

wartości z objętość pudełka jest równa 32? т+4 
D| Zadanie 6 (3 pkt) 

Uzasadnij, że trójmian kwadratowy, który otr 

wielomianu w(x) = 323 — 3a? — 16z — 6 prz 

wiastków wymiernych. 

Zadanie 7 (3 pkt) 


Wyznacz wszystkie całkowite rozwiązania równania 2z + 712 — 5x — 4 = 0. 
5 А а: 


Zadanie 8 (3 pkt) 
Wyznacz punkty wspólne wykresów funkcji f(x) = ża? — $x i g(x) = z. 


ymamy w wyniku podzielenia 
z dwumian z — 3, nie ma pier- 


[р] Zadanie 9 (5 pkt) 
Każdy z przedstawionych obok 
prostopadłościanów та obję- 


ć równą 120. Uzasadnij, że + 
prostopadlošciany te maja rów- Е 
ne pola powierzchni całkowi- 2b 
tych. 4 A 
vi wi 
3a b+2 


Przed maturą 117 zzz 


Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-3 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 

Zadanie 1 (2 pkt) 

Liczba S jest sumą wartości bezwzględnych miejsc zerowych wielomianu 

w(x) = 4x? — 4yŻa? — 3x + Зу. Zakoduj cyfrę jedności i dwie pierwsze 

cyfry po przecinku tej liczby. 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Oblicz kwadrat sumy wszystkich liczb całkowitych spełniających nierówność: 
(a? — 22+ 1)(a? — 82 + 12) <0 

Zakoduj cyfry setek, dziesiątek i jedności otrzymanej liczby. 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Zakoduj cyfrę jedności i dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby, która jest 

najmniejszym pierwiastkiem równania 1223 — 162? + 7a — 1 = 0. 

Zadanie 4 (3 pkt) 

Rozwiąż nierówność z! + 4r — 4x — 1 < 0. 

Zadanie 5 (4 pkt) 

Dla jakich wartości parametru k wielomian w(x) = 22° — бт? + ki — 4k +8 

jest podzielny przez dwumian x — А? 


Zadanie 6 (3 pkt) 
Wyznacz wartości parametrów m i n, dla których liczba —2 jest dwukrotnym 
pierwiastkiem wielomianu w(x) = Ai + ma? + ne — 8. 


[р] Zadanie 7 (3 pkt) 
W pewnym wielomianie suma współczynników przy potęgach parz; 
równa sumie współczynników przy potęgach nieparzystych. Wykaż, że licz- 
ba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu. 


Zadanie 8 (4 pkt) 
Wyznacz wielomian V zmiennej x opisujący obję- 
tość ostrosłupa prawidłowego czworokątnego o kra- 
wędzi podstawy a i wysokości h, gdzie: 

a=x+3 і h=3(a? — 6r +9) 
Podaj dziedzinę funkcji V. Dla jakich wartości z 
zachodzi nierówność V (x) < 2567 


tych jest 


a 


Zadanie 9 (5 pkt) 

Podstawą graniastosłupa prawidłowego jest ośmiokąt foremny o boku z dm. 
Wysokość tego graniastosłupa jest równa ( + 2) dm, a jego objęto: 
równa 6(1 + V2) dm*. Wyznacz z. 
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s potrzebny na przebycie pewnej usta- 


lonej odległości jest tym mniejszy, im 


większa jest prędkość, z jaką się porus 


my. Na wykresie obok przedstawiono z 


leżność między prędkc 
trzebnym na pokonanie odległości 360 km. 
Pre 


określonej drogi) to wielkoś 


а a czasem po- 


lkość i czas (potrzebny do przebycia 


ci odwrotnie 
proporcjonalne. 


30 60 90 120 150 180 


Dag 


3.1. Wykres funkcji f(x)=< 


Rozpatrzmy funkcję f(x) = 1 — jest ona określona dla z € R \ {0}. 
Sporządzamy tabelę wartości funkcji f, a następnie szkicujemy jej wykres. 


z -4 | -2 | -1 | -4 | -4 | 4 H 1 2 1 
f66) | -1 | -1 | -1 | -2 | 4) 4 | 2 | 1 | 111 


Wykres funkcji f(x) = 2, gdzie a Z 0, 
oraz każdą krzywą powstałą z tego wykresu 
przez przesunięcie o pewien wektor nazy- 


wamy hiperbolą. 


Własności funkcji f(x) = +: 

+ Dla z < 0 funkcja f przyjmuje wartości 
ujemne, natomiast dla z > 0 
wartości dodatnie. 

e Funkcja f nie ma miejsc zerowych. 

• Funkcja f jest malejąca w przedziałach 
(—оо;0) i (0; оо). 

Uwaga. Funkcja f(x) = 1 nie jest malejąca Hiperbola składa się z dwóch 
w zbiorze (—00;0) U (0; оо). gałęzi. 


Zauważmy, że każda z gałęzi wykresu funkcji f(x) = Z „zbliża się” do prostej 
poziomej у = 0 oraz „zbliża się” do prostej pionowej т = 0. O takich pro- 
stych mówimy, że są asymptotami wykresu funkcji ` odpowiednio asymptotą 
poziomą i asymptotą pionową. 


Ćwiczenie 1 e 
Na rysunku obok przedstawiono jedną ga- 
la hiperboli f(x) = +. 


a) Podaj brakujące współrzędne punktów: 
А, В, С, Di E. 

b) Sporządź odpowiednią tabelę i naszki- 
cuj obie gałęzie tej hiperboli. 


Ćwiczenie 2 
Sporządź odpowiednią tabelę i naszkicuj 


wykres funkcji f. 1 
a) Да) =2 Ы) ose 0 
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Ćwiczenie 3 

Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kresy funkcji: f(z) = =, g(z) = 2, 
h(x) = £ oraz k(x) = Ê. 

a) Oblicz wartości każdej z tych funkcji 
dla x = —2. 

b) Dobierz 
с) Do których hiperbol należą punkty: 
A(2,3), В(2,3), C(4,3), D(—4,—2), 
E —6)? 


zór do każdego wykresu. 


3 
Aby naszkicować wykres funkcji g(x) = —1, gdzie z € R \ {0}, można wyko- 
stać odpowiednią tabelę wartości funkcji lub odbić symetrycznie względem 
osi OX wykres funkcji f(x) = 1. 


Własności funkcji g(x) = —+: 
+ Dla т < 0 funkcja g przyjmuje war- 
tości dodatnie, natomiast dla z > 0 - 
przyjmuje wartości ujemne. 

* Funkcja g nie ma miejsc zerowych. 

+ Funkcja g jest rosnąca w przedziałach 
(0:0) i (0;00), ale nie jest funkcją 
snącą w swojej dziedzinie. 

sta y = 0 jest asymptotą poziomą, 
a prosta 2 = 0 — asymptotą pionową 
wykresu funkcji g. 


Ćwiczenie 4 
Sporządź odpowiednią tabelą i алайса] wykres funkcji f: 


a śjaj=-> Mit  dfad=-- 9) Ла) = 92 


Czy wiesz, że... 

= Wykres funkcji f(x) = + ma dwie osie symetrii 
— są to proste у = r oraz у = —r. 

= Punkt O(0,0) jest środkiem symetrii wykresu 
funkcji f(x) = 1. 

Ogólnie, proste y = z i = — są osiami syme- 
trii, a punkt O(0,0) jest środkiem symetrii do- 
wolnej hiperboli o równaniu y = 2. 


3.1. Wykres funkcji f(x) == 


121 aan 


Zadania 


1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartość najmniejszą i wartość naj- 
większą w przedziale (1:2). 


a) ld Ы) (а) =-2 о) fils d 4) fiel 2 


т 
2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = +, której dziedziną jest zbiór D. Podaj 
zbiór wartości tej funkcji. 
а) D=(2;8) b) D = (—2;0) u(0;2) с) D = (—oo; —2) U (1; oo) 


3. Dla jakiej wartości współczynnika a punkt P należy do hiperboli bę- 
dącej wykresem funkcji f(x) = 27 Oblicz wartość funkcji f dla argu- 
mentu z = —2y2. 

a) Р(—1,8) b) P(3,—32) е) Р(-4,31) d) P(-1,-1) 


4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(v) = 2. Oblicz a. Znajdź 
współrzędne punktu, w którym hiperbola przecina prostą у = —3. Оа. 
czytaj z wykresu, dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości 
większe od —3. 


a) 


y 


5. Dla jakiej wartości współczynnika a punkt Р należy do hiperboli bed: 
wykresem funkcji f(x) = 2? Naszkicuj wykres tej funkcji i podaj wartość 
największą i wartość najmniejszą, jakie przyjmuje ona dla argumentów ze 
zbioru (—4; —1) U (2;6). 


P(2V2+2,V2-1) b) P(1-V5,1+YV5) c) P(V6— v24, v6) 


6. Oblicz odległość między punktami przecięcia prostej y = 22 z hiperbolą 
2 
Ge? 


7. Oblicz a, jeśli wykres funkcji f(x 
P, i Ps, a odcinek P, P, ma długo: 


+ przecina prostą y = © w punktach 


a) 4/2, b) 8. 
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3.2. Przesunięcie wykresu funkcji 
f(x)=$ o wektor 


Przykład 1 
Wykres funkcji Pai 


1 +2 otrzymuj 


my przez przesunięcie hiperboli g(x) = + 


o 2 jednostki w górę, czyli o wektor [0,2]. 


Zbiorem wartość 
(-00; 2) U (2;00). 

Prosta y = 2 jest asymptotą poziomą wy- 
kresu funkcji f, a prosta z = 0 — asymp- 
totą pionową. 


i funkcji f jest zbiór 


Ćwiczenie 1 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiór wartości tej funkcji oraz równania 
asymptot jej wykresu. 


a) fla) => +3 d Да) => -3 
b) f(1) = L =ї d) f(z) = -1 +2 
Рггукіаа 2 


Wykres funkcji f(z) = = otrzymuje- 
my przez przesunięcie hiperboli g(x) = + 


o 3 jednos zyli o wektor [3,0]. 
Dziedziną funkcji f jest zbiór В \ (3). 
Prosta x = 3 jest asymptotą pionową wy- 
kresu funkcji f, a prosta у = 0 ~ asymp- 
totą poziomą. 


i w prawo, 


Wykres funkcji у = f(x — a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesunięcie 
wykresu funkcji у = f(x) о a jednostek w prawo, czyli o wektor [a, 0]. 


Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzinę i równania asymptot wykresu tej 
funkcji oraz jej przedziały monotoniczności. 


а) J(z) = Z Ы а) = 5 ` diti zk ` a) Ла) = 


ES? ES 


3.2. Przesunięcie wykresu funkcji Hl = 3 o wektor 123 wam 


Przykład 3 


Wykres funkcji f(x) =- otrzymuje- 
my przez przesunięcie hiperboli g(x) = -4 


o 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [-2,0]. 
Dziedziną funkcji f jest zbiór R | (-2). 
Asymptotą pionową jej wykresu jest pro- 
sta —2, a asymptotą poziomą — prosta 
у = 0. 


Wykres funkcji у = f(x +a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesunięcie 
wykresu funkcji у = f(x) o a jednostek w lewo, czyli o wektor [—a, 0]. 


Ćwiczenie 3 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dz 
jej wykresu. Wyznacz punkt prze 


DG EES b Л) = рау A dD- 


iedzinę tej funkcji i równania asymptot 
wykresu z osią OY. 


Przykład 4 

Wykres funkcji f(x) = 75 + 1 możemy otrzymać przez przesunięcie wykresu 
funkcji g(x) = + o wektor [2,0], a następnie o wektor [0,1] (lub w odwrotnej 
kolejności). Można też od razu przesunąć wykres funkcji g o wektor [2,1]. 


Y 


Prosta z = 2 jest asymptotą pionową wykresu funkcji f, a prosta y = 1 jest 
jego asymptotą poziomą. 


Wykres funkcji y = f(x — p) +q otrzymujemy przez przesunięcie wykresu 
funkcji y = f (x) o wektor [p,q]. 
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Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę, zbiór wartości oraz równania 
asymptot jej wykresu. 


а) Ја) = 15-3 b) Ла) = 7+2 o) Ла) = с2 +3 


Ćwiczenie 5 
Podaj wektor, o jaki należy przesunąć wykres funkcji f, aby otrzymać wykres 
funkcji g. 


a) Да) =Š, gle) = -6 о) Ла) = Z=, g(z) = -3+3 
b) f(e)=-3, gla)=2--5 — d)f(z)=-js 9()=1+S 


Ćwiczenie 6 
O jaki wektor nalezy przesunaé wykres funkcji f. aby otrzymaé hiperbole, 
której asymptotami sa podane proste? 

y= =J gamt EA а Oj AL 
a) f(r)=-+2«u=3,y=—6 вш == s e= Та 
Ćwiczenie 7 
Wykres funkcji f(x) = 2 przesunięto o wektor [p,q]. Podaj wzór i równania 
asymptot otrzymanej hiperboli. 


Zadania 


1. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzór funkcji g, jej dziedzinę, zbiór 
wartości i równania asymptot, jeśli wiadomo, że wykres funkcji g otrzy- 
mujemy przez przesunięcie wykresu funkcji: 

a) f(x) = 1 o 3 jednostki w dół, с) f(x) = —2 o 2 jednostki w górę, 


b) f(z) = 2 o 3 jednostki w lewo, d) f(x) = —1 o 2 jednostki w prawo. 


2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = Ze dla pewnego a. 


Wyznacz wzór funkcji f. Oblicz f (13) i f(-4). 


a) Lë b) 
| Pa 


3.2. Przesunięcie wykresu funkcji /х) =# o wektor 
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3. Przesuń wykres funkcji f o wektor W. Podaj wzór otrzymanej funkcji, jej 
dziedzinę, zbiór wartości i równania asymptot jej wykresu. 


a) Ла) = 1, т = [1,4] c) Ла) = -1, R = [1,3] 
b) f(z) = 2, 1 = [-2,-1] d) да) =—2, жї = BA 


4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbę punktów o obu współrzędnych 
całkowitych należących do jej wykresu. 


а) Ла) = 0-3 c) fla) = 5-2 
b) Да) = 5-1 d) Ла) = 2 +2 


5. Wyznacz równanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po- 
danych na rysunku. 


6. Wykres funkcji g, do którego należy punkt P, otrzymano przez przesunię- 
cie wykresu funkcji f(x) = o wektor W. Wyznacz wzór funkcji g. 


a) 1 = [2,—9], P(6, —8) с) w = [3, —3], P(-2,—1) 
b) w = [1,5], Р(1,1) d) w = [- /2,—6], P(1, -3V2) 
7. Podaj równania osi symetrii i współrzędne środka symetrii hiperboli o rów- 
naniu: 
а) у= -6, уу= +1. O) у= 257 +3, 0 0= = +8. 


8. Wykres funkcji f(x) = * przesunięto о wektor [p,q]. Podaj równania osi 
symetrii i współrzędne środka symetrii otrzymanej hiperboli. 
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*3.3. Funkcja homograficzna 


Funkcję postaci f(x) = 29, gdzie с 7 0, określoną dla z € R \ {1}, 


jeżeli nie jest ona funkcją stałą, nazywamy funkcją homograficzną. 


Podaną w definicji postać wzoru funkcji homograficznej nazywamy postacią 
ogólną. 

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola ` możemy ją otrzymać przez 
przesunięcie o wektor hiperboli у = £, gdzie r jest pewną stałą. 


Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 


E 
Dziedziną funkcji f jest zbiór R X {3}. 
Przekształcamy wzór funkcji: 


Wykres funkcji f ot 
nięcie wykresu funl 
Du. 


mamy przez przesu- 
g(z) = 1 o wektor 


Ćwiczenie 1 
Naszkicuj wykres funkcji f. 


b) Ла) = 25 


Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 1. 
Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ £—2). 
Przekształcamy wzór funkcji: 


аі (6+2)-1_,_ 1 __1 

ała т: 1—1 matl 
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- 
nięcie wykresu funkcji g(x) = -4 o wektor 
[-2,1]. 


Ćwiczenie 2 
Nasókicij wykres ке f- 


a) Ja) = 25 b) f(z) = 23 о) Ла) = 2 
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Postać /(ж) = Z + q, dla z € R \ fp) i r Z 0, nazywamy postacią 
kanoniczną funkcji homograficznej. 


Przykład 3 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = = 
Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ {1}. 
Przekształcamy wzór funkcji do postaci kano- 
nicznej: 


2-1 =i "si 
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesunię- 
cie wykresu funkcji g(z) = 2 o wektor [1,3]. 


Ćwiczenie 3 

Wstaw w miejsce [2] odpowiednią liczbę. Zapisz wyrażenie w postaci kano- 

nicznej. 

a) Send 2 шуш ана = 22(6-3)+[2] c) „= = 202-0+[7 
2+1 Sa 1-3 2a-1 21-1 


Asymptotami wykresu funkcji f(x) = Z +q, gdzie r # 0, są proste z = p 


iy=q. 
Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj równania asymptot. 
a) f(a) = 221 b) Ла) = Z o) f) =" 
[р] Przykład 4 


Wykaż, że funkcja f(z) = = jest rosnąca w przedziale (—00: —3). 
Przekształcamy wzór Seet, SS postaci kanonicznej: f(x) = SŁ! = =£ +1. 


r+3 1+3 
Niech z1, t2 Є (—00; —3) oraz: Funkcja f jest rosnąca w przedziale (—00; —3), 
BĘ ma jeśli dla dowolnych т, zə € (—оо;—3), 
Ze? takich że ту < тә, zachodzi nierówność 
Badamy znak różnicy: (an) < Hal, czyli [(z2) — Tel > 0. 


Ка) Ка) = (GK +1) - (жїз +1) = zh + zi = 


= Aate) аза) (у 
(m1+3)(12+3) —  (zi+3)(z2+3) 


gdyż Tą — 2, > 0, zy + 3 < 0, 12 + 3 < 0. 
Zatem fad) < (22), czyli funkcja f jest rosnąca w przedziale (—оо; —3). 
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[р] Ćwiczenie 5 
Wykaż, że funkcja f jest monotoniczna w przedziale D. 


a) Да) = 25, D = (—2;eo) с) /(х) = ЖР, D = (—co;—1) 
b) (а) = Z, D =(—оо;4) d) f(a) = 2827, p = (—eo:5) 
Zadania 


1. Przedstaw wzór funkcji f w postaci kanonicznej. Podaj równania asymptot 
wykresu funkcji f. 


а) f(a) = R о) (а) = ЖР e) Ла) = = 
b) Јо) = E d f(n) = 222 f) Ja) = 5227 


2. Naszkicuj wykres funkcji f. podaj jej wal i zbiór wartości. 
a) f(a) = Z= b) Ла) = 22 o) Ла) = 22-0 


2+2 
3. Naszkicuj wykres funkcji f. Ee 2 wykresu, dla jakich argumentów 
funkcja przyjmuje wartości dodatnie, a dla jakich ujemne. 


a) Ла) = š b) Ла) = 2 9 Ла) = - Z= 
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej |= monotoniczności. 

а) f(a) = EF о) (ж) = FE 

b) Ла) = HE d) л) = = £) J a) = ZEE 


27-1 
5. Dla jakiej wartości parametru m Ba Р należy do wykresu funkcji f? 
Wyznacz równania asymptot wykresu tej funkcji. 


a) J(e) = ЖЕ, P(-3,2) b) Ла) = ZE, P(-4,1) 


6. Podaj przykład takiej funkcji homograficznej f, której dziedziną jest zbiór 
R \ {р}, a zbiorem wartości — zbiór R | (4). 


a)p=0,q9=1 c) p=1,q=4 e) р=7,9= -3 
b) р= 0. = –5 d) р= –7,4=0 f) p=v2,q=V2 
7. Podaj równania asymptot wykresu funkcji f. 
а) Dal = ZĘ Wykres funkcji homograficznej f(z) = t 
102. men ma asymptotę pionową z = -4 i asymptotę 
b) Да) = poziomą y = 2. 
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8. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Wyznacz wszystkie punkty o obu współrzędnych całkowitych адаа | 
do wykresu funkcji f(x) = =. 


f(e) = FA = 19-0174 _ a Eneasi 


Ponieważ 7 jest liczbą całkowitą, f(x) € Z © = Є Z. Zatem z — 1 
musi być dzielnikiem całkowitym liczby 3. Oznacza to, że: 

2-1 [-3,—1,1,3), czyli z € (-2,0,2,4) 
Istnieją cztery punkty o obu współrzędnych całkowitych należące do 
wykresu funkcji f. Są to punkty: (—2,6), (0,4). (2,10), (4,8). 


Wyznacz wszystkie punkty o obu współrzędnych całkowitych należące do 


wykresu funkcji f. 
a) Jl) = b Ла) = ll о) (а) = 22 


9. Określ wartości с, dla których funkcja f jest odpowiednio: „al homo- 
graficzną, liniową (ale nie stałą), stałą. 


a) (a) = 425 b) f(a) = 221 ©) /@)= 


2243 2-с 


= 


10. Czy funkcja f jest funkcją homograficzną? Naszkicuj wykres funkcji f 
(zwróć uwagę na jej dziedzinę). 


а) J a) = E Nid о) fe)= ZS 


11. Przeczytaj podaną w ramce informację. 


Funkcję homograficzną można przedstawić w postaci kanonicznej, wy- 
konując dzielenie, np.: 


Да) =" = zg +3 
bo (3a — 10) : (r — 4) =3 ela Es 


Wykonaj dzielenie i przedstaw funkcję f w postaci f(x) = Z +q. 
ау дш) E да) 02 о) д) = 


2+3 2+3 2+3 
12. a) Suma dwóch liczb x і y jest równa ich iloczynowi. Podaj wzór funkcji 
opisującej zależność y od z i naszkicuj jej wykres. 
b) Pole prostokąta o bokach długości z, y jest równe 2(z +y). Podaj wzór 
funkcji opisującej zależność długości y od z. Określ dziedzinę tej funkcji 
i naszkicuj jej wykres. 
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Hiperbola 


Rozpatruje się też hiperbole określone równaniami 5 — Ę = 1 lub 5-5 = 1, 
gdzie a,b > 0. Jeśli a = b, to asymptoty hiperboli są do siebie prostopadłe, 
a taką hiperbolę nazywamy równoosiową (rysunek po lewej). 


Hiperbola 22 — p = 1 Hiperbola y? — 57 


W tabeli przedstawiono dane dotyczące punktów przecięcia hiperboli z osiami 
układu współrzędnych oraz jej asymptot. 


Równanie hiperboli 27 _ £ =1 x = = =1 
Punkty przecięcia z osią ОХ (a,0) i (=a,0) brak 
Punkty przecięcia z osią OY brak (0,a) i (0, —a) 
Równania asymptot y=|-riy==ba 


Na rysunku obok przedstawiono hiperbolę 22 — + = 1 
(kolor czerwony) oraz hiperbolę E — 1? =1 (kolor nie- 
bieski). 

Mają one wspólne asympto( 


= —2zr iy = 21. 


Hiperbole S _ x =1i Ра _ = = 1 nazywamy hiper- 
bolami sprzężonymi. 
1. Wyznacz punkty przecięcia hiperboli z osiami ukła- 


du współrzędnych oraz równania jej asymptot. 
Naszkieuj tę hiperbolę. Podaj równanie hiperboli 


sprzężonej. 

а) #—=1 с) 6-2-1 
2 p Р 

b 5-0 =1 p=] 


Hiperbola 
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*3.4. Przekształcenia wykresu funkcji 


Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji у = |+|, gdzie z € R \ {0}. 


Szkicujemy najpierw wykres funkcji у = 1, a następnie у = 


Wykres funkcji y = |f(z)| 
otrzymujemy przez odbi- 
cie symetryczne względem 
osi OX tej części wykresu 
funkcji f, która znajduje 
się pod osią OX. Pozo- 
stałej części wykresu nie 
zmieniamy. 


Ćwiczenie 1 
Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Określ ich dziedziny i zbiory wartości. 


= 2 „2 <r ЖАР 2 À 2 2 
a) J(z) = 2, g(z) =, EE ER Zauważ, że 2, = |2| 
= A Ев 
b) f(z) = р, 9(0)=-H, Malz +3 
Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji у = |1 — Ц. Podaj liczbę rozwiązań równania 


|: — 1| = m w zależności od parametru m. 


y 


Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkcji у 


Z wykresu funkcji y = || — 1| odczytujemy, że równanie |1 — 1| = т: 
e nie ma rozwiązań dla m € (—оо;0), 

* ma jedno rozwiązanie dla m € (0,1). 

• ma dwa rozwiązania dla m € (0:1) U (1: oc). 
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Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m w za- 
leżności od parametru m. 


a śa=|r+2] | Wra=|-I+2] o дш=-|1-2| 
Przykład 3 
a) Naszkicuj wykres funkcji у = — 

S 


as 


Zauważ 


że wy kres funkcji y 
funkcji y = - o wektor [1,0]. Dziedziną funkcji у 
a zbiorem wartości jest przedział (0; оо). 


jej dziedzinę i zbiór wartości. 


b) Naszkicuj wykres funkcji y = — 

y 
Wykres funkcji y = f(|z|) 
otrzymujemy w następu- 
jący sposób: szkicujemy 
część wykresu funkcji f 
dla z > 0 (gdzie z € Dy), 
a następnie tę część odbi- 
jamy symetrycznie wzglę- 
dem osi OY. 


Dziedziną funkcji у = — 
(00; —1) U (0;00). 


z jest zbiór R \ {—1,1}, a jej zbiorem wartości zbiór 


Ćwiczenie 3 
Naszkieuj wykon funkcji f. Podaj jej dziedzin i zbiór wartości 
a) f(z) = E b) Ла) = +2 ed Л) = z a] =l 


Ćwiczenie 4 
Naszkieuj wykres funkcji f Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości 


a) Да) = mz b) fla)=-—lz+2 ©/Л@=ру-1 
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Przykład 4 
Naszkicuj wykres funkcji y = 
y SCC 


[Л 


2-1]. 


Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkcji y = 


g= D 
Ćwiczenie 5 
Naszkicuj wykres funkcji f. 
а) ла) || Dwl dited-käs 
Przykład 5 


Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji f(z) = E = d Napisz wzór 
funkcji y = g(m) opisującej liczbę roz- 
wiązań równania f(x) = m w zależno- 
ści od parametru m. Naszkicuj wykres 
funkcji g. 
Z wykresu funkcji f odczytujemy, że równanie f(x) = m: 
+ nie ma rozwiązań dla m Є (—о0;0), 
e ma dwa rozwiązania dla m € {0} U (2; оо), 
* ma cztery rozwiązania dla m € (0:2). 
Zapisujemy wzór funkcji g: 

0 dla m € (—оо;0) 
9(т) = 4 2 dla me (0) U (2:00) 

4 dla m e (0:2) 


Wykres funkcji y = g(m) 


Ćwiczenie 6 
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = = DI Napisz wzór funkcji y = g(m) 
opisującej liczbę rozwiązań równania f(x) = m w zależności od parametru m. 


Naszkicuj wykres funkcji g. 
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Zadania 


1. 


*6. 


*7. 


Podaj dziedzinę i naszkicuj wykres funkcji f. Określ jej zbiór wartości. 


a sws] ол) |-2+3| orek- 


lee] 
ула) = [2-4  940=-|2+d nn 


R 


le] 


Naszkicuj wiaw funkcji f. Podaj jej przedziały wanęśkajnawśći 


a) а) = wrz ЫЕ e) Ла) = 2+3 
b) л) = = dsw] Drept 


Wykres funkcji f(x) = Ei (rysunek obok) 
przesunięto i otrzymano wykres funkcji g, 
którego asymptotami są: prosta pionowa 
z = —2 i prosta pozioma у = —3. 

a) Podaj wzór funkcji g. Określ jej dzie- 
dzinę i zbiór wartości. 

b) Naszkicuj wykresy funkcji A(x) = |g(:)| 
oraz k(x) = g(|z|). 


Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartości parametru m równanie 
/(ж) = m ma dwa rozwiązania? 


а) Ја) = b) f(z) = 


-2 
2) fe) = т 


Wa 


Naszkicuj wykres funkcji f. Napisz wzór funkcji y = g(m) opisującej liczbę 
rozwiązań równania f(x) = m w zależności od parametru m. Naszkicuj 
wykres świat g. 


a) f(x) = 


ЖОЕ 


-2| b) f(z) = Ë = | 


Е] 


Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: 
aks 
Ја) = E DË 
Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = |m| 
w zależności od parametru m. 
Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = т? 
w zależności od parametru m. 


a) Л) = p b) faj=giyqt3 dis 


Eer Zo 
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Hiperbola i hiperboloida 


Ogólna definicja mówi, że hiperbola to zbiórtych — X Y. 
wszystkich punktów P na płaszczyźnie, dla których 
wartość bezwzględna różnicy odległości od dwóch 
konkretnych punktów F, i Fə, zwanych ogniskami, 
jest stała: 


|; - r| = const. 


Obrót hiperboli 


Hiperboloida to powierzchnia zakreślona w wyniku obrotu hiperboli wokół jej osi symetrii 
w przestrzeni trójwymiarowej. 


Po obróceniu pokazanej wyżej hiperboli Po obróceniu tej hiperboli wokół osi OX 
wokół osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloidę dwupowłokową. 
jednopowłokowa. 
e> 
Y 


Chlodnie kominowe Р 


Chłodnie kominowe mają najczęściej kształt 
hiperboloidy jednopowłokowej. Pozwala to na 
oszczędne zużycie materiałów konstrukcyjnych. 
Mimo znacznych rozmiarów (wysokość chłodni 
przekracza zwykle 120 m, a średnica podstawy 
chłodni — 90 m) grubość żelbetowego płaszcza 
w najcieńszych miejscach wynosi zaledwie 
12-18 cm. Taki kształt chłodni zwiększa 
również ich odporność na zginanie. 


3.5. Mnożenie i dzielenie 
wyrażeń wymiernych 


Wyrażenie wymierne to wyrażenie arytmetyt 
nych i zmiennych, w którym mogą występować tylko działania dodawania, 
бх+4 7 r43 = SA 

z2-1' :2+1` 
Dziedziną wyrażenia wymiernego jest zbiór tych wszystkich argumentów, dla 
których wyrażenie ma sens liczbowy. Należy zatem pamiętać, że miejs 
rowe mianownika nie należą do dziedziny. 


ne utworzone z liczb wymier- 


odejmowania, mnożenia i dzielenia, np.: 


2 zg” 


Przykład 1 
Podaj dziedzinę wyrażenia 22250222, 


3a? — Ta = Auto — Z) = 0 dla z = 0 oraz dla z = 
jest zbiór D = R \ 40,7). 


więc dziedziną wyrażenia 


Ćwiczenie 1 


Podaj dziedzinę wyrażenia. Oblicz jego wartość dla z = —1. 
a) Зло +2a3 pa e) 19:1+8:%-6 е) Gr-9 5) ESA) 
З 2-9 2-3r 2+5r+6 25+2712 
1) 6z2-5r+1 D 4a3+2r+1 h) 547-100 
Zeit ës 212-72+6 23522-04120 


Aby uprościć 
nowniku na czynniki. Należy jednak pamiętać, że dziedziną wyrażenia uprosz- 
czonego jest dziedzina wyrażenia przed uproszczeniem. 


гугайепіе wymierne, rozkładamy wielomiany w liczniku i mia- 


Przykład 2 
Podaj dziedzinę wyrażenia Z22222, a następnie je uprość. 


Dziedziną wyrażenia jest zbiór D = R \ {—2,2}. 


Ćwiczenie 2 
Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. 


9 c) 2x7 +10x 
22—25 
х®+4т 
ау 
A) ты 
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Przykład 3 
Wykonaj mnożenie KS) 


Zakładamy, że 22 — 9 0 i 2r — 1 0, zatem z € R \ (-3. 1,3). 


412-1, =-3 _М2г=Т]2х+10(ж—3у!_ 2z+1 
«3-9 Sei „(a-(zt3)2x—H 1 т+З 


Ćwiczenie 3 
Wykonaj mnożenie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 
a) 52—12. жы ) >a?+50 422-1 e) (2-2)2 2+: 
st? 212—6 2r+1 22 тї+4т+4 12-4 
2046 d х?+2т+1 
T9 s 
Przyklad 4 
Wykonaj dzielenie -34 : zez, 
Zakładamy, że z + 4 # 0 i 3x + 12 Z 0, zatem z € RN (-4). 
АРЕ РЬ Миы a 
T44 ` 3r+12 Eí, M 5 
Ćwiczenie 4 
Wykonaj dzielenie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 
АЕ dE 
2—2 ` 4:-8 5z+35 147 
= И}. w 15 
b) Zei) ` 6z+3 d 3z+1 ` 9z+3 21 6z+9 ` 4146 
Przyklad 5 4 
š a 
Wykonaj dzielenie 2222 : 202, ТС 
Zakładamy, że 22 – 1 #0, 2+2 20122-1 #0, Se 24 0,070, 
zatem z € RA (-2,—1,0,1). * 
22420. z+2 _ z2+2z ss rä stet 1? 
«3-1 a= =2-1 s42 steil Tä zi 
Ćwiczenie 5 
Wykonaj dzielenie. 
2z-6 , 1-3 2z 6т:? x-1 , z2+z+1 
a) P> e) e) 


u2-9  x7—6x49 si ° SH 
b) «7-4, т+2 ) 125-7? , z-5 D) т+4__,х?+4т 
sii 22-1 z2+2>z+1 ` z+1 z2—3z+9 ` х3+27 
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Zadania 


i 


Czy liczba 2 należy do dziedziny wyrażenia? 
CR 3_ А53 4112-6 
REŻ Бу 2720-19212 vi Sina 


22+42+4 22-52+6 25-—11—10=+4 
Które spośród liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie należą do dziedziny wyra- 
żenia? 
a) 1622+2+5 b) 22+62+9 ) 25-3:1+= d) 2z4—_16r3+9 
23—912 тї-4т3+4:7 тї-т-6 23-22-21 


Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie је uprość. Oblicz wartość tego 

wyrażenia dla x = —1, jeśli liczba —1 należy do jego dziedziny. 

25-724 a 22-1 j 21-3: угбай 
(2+1) 24-2252? 


221+4:3+212 22-4 
b) Site a) z2—4z+4 £) % 


a 
h) 2z2+12z+18 


лїпе wyrażenia. Oblicz jego wart 
r3-31+3 4х?+8г 

b) 2 з) 

b) ° JeF 

Zapisz dziedzinę wyrażenia jako sumę przedziałów. Oblicz wartości wyra- 

żenia dla: r = —3, r= liz 


Sitäe 2+21 +0,5 
d: KK ағы ) 


2+4: 
23+822+161 


Dane są wyrażenia А i В. Wyznacz dziedzinę wyrażeń А, В oraz A- B. 


— zte 
 m2+2= 
3z2—2r+5 
z2+z—2 
Wykonaj mnożenie. 
a) z-2 Se а) 21 Site ) 422-16 _z? 
тї ` 22-4 sii 21-1 6-30  4r+8 
=% 2 2 
b) 30445 1-2 A SŁ. (z+1)2 h) = +2z+1 As 
1-1  z415 sii 21-1 22-42+4 22-1 
©) z? Sea f) z2-4 24-9:2 4) z3+6x+9 3-27 
"Ss 24 m3+3z2 Size 22+3z+9 хт?%—9 
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9. Wykonaj mnożenie. 


3) m2+6z+9 25-212 b) 22-16 1-22 ©) m3+3z2+3z+1 2+2 
212-8 27430 zl z+ z2+2z+1 z2—1 
10. Wykonaj dzielenie. 
3z—3 , x-1 102+2 , 5z+1 o . _› 
Be "в = zak: “h oaa Ta 
2z+4 A 6-41 , 2=-3 z+1 . z2-1 
b) 2-3 ` z+2 a) (1-z)? zi ) (1+2)? ` z2-4 


11. Uprość wyrażenie. 


12. Wyznacz dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 


32-6 


= 

= 
II 

l 


13. Pole prostokąta wyraża się wzorem P = =, 
a długość jednego z jego boków jest równa 


‚ gdzie z > 2. Wyznacz długość drugiego | „u, 


zb_ 
boku tego prostokąta. SA | zi Z 
14. Dany jest prostokąt o bokach а, b oraz po- 3 z Zei 


lu P. Przerysuj do zeszytu tabelę przedsta- 
wioną obok i ją uzupełnij. Podaj odpowiednie 
założenia. 


15. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


22 


Si 
21-01 


Uprość wyrażenie 


У 
Zakładamy, że z Z yi z Z —у. 


0 ag ryż tte _ a 
i 142 PRAG), FF 


Uprość wyrażenie. 
5 (aty) (x-y) т%+ту? E Seiten с) BEN | 4r?-2ry+y? 
т?+2ху+у2 zły? 2т+у 9:2—у2 Ваз уЗ а-у? 
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3.6. Dodawanie i odejmowanie 
wyrażeń wymiernych 


Reguły dodawania wyrażeń wymiernych są analogiczne do reguł dodawania 
ułamków. Szczególną uwagę należy zwrócić na dziedziny dodawanych wyrażeń. 
Przykład 1 

Wykonaj dodawanie ==1; + 2. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 


Dziedziną wyrażenia jest zbiór R | {—1,0}. 


4 ,2_ 4 2(2r4+1) _ Wspólnym mianownikiem 
2r+1 | z (2r+l1)z (2т+1)х — obu ułamków jest (2x + 1)z: 
2 

Е = rtir 


Przykład 2 
Wykonaj odejmowanie 


zs — ec, Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 


Dziedziną wyrażenia jest zbiór R | [-3,3). 
1 l-z 


Wspólnym mianownikiem 
obu ułamków jest 
(r +3)(т — 3). 


2+3 ___ l-r = 
(u-3)(r+3)  (1-3)(0+3) ` 


(1 2:+2 
= (2-3)(2+3) — 22-9 


Ćwiczenie 1 
Wykonaj dodawanie. Odpowiedź podaj w najprosts 
с) 298 2-4 


2+2 


Ćwiczenie 2 
Wykonaj odejmowanie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 


т-1__т 8 2+4 

а) іы јаза | asie ua + 
-4r 22 За 2+2 

Ke Kl ere 


Ćwiczenie 3 
Czy funkcja f jest funkcją homograficzną? 


š оу TEET ү 3245 _ 22 CS 
а) а= 2244 Т Send 240 ъ= 
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Przykład 3 
Wykonaj odejmowanie be — 775. 
Dziedziną wyrażenia jest zbiór R | (-2.0,2). 
i ñ 1 2 Wspólnym mianownikiem 


äs «3-4  u(zł2) (a+2)(x-2) kz Se 


= т-2 m Se e 
“© a(x+2)(r-2)  r(r+2)(x-2) — 
_ _ 1-220 _ Gay! A 
ж(ж+2)(ж—2) #>=+%у=-2) а(=—2) 
Ćwiczenie 4 
Wykonaj działania. 
а) z+ = 1-1 
22895 ш1ї—5т 7 т©+5ш 
2х-4 z+2 , z+1 
e) Жой FS 
6r- 3-22 1 
0 tee Żasi 


Zadania 


1. Wykonaj działania. 


3 4 Зт-6 | 6z-1 
A) szat S ©) ж-т зе 
2 3 3z-1 _ 1-7 
Ва ==: Bow т 


2. Wykonaj działania. 


g-6 , 21-6 3a 1-322 
9) атат ©) ат E 

Ат 4 2-т _ т?®+3т+4 
WE dee de 


3. Wykonaj działania. 


3 к+1 _ 1344 x 2-r 
mt ЖЕЕ O ĘĄ = 
ата ma ) mog +223 
b) 41-21 2-1 ) wt  _ 
т?+ бл 2r 2+6 922-6=+1 


4. Uprość wyrażenie. Oblicz jego wartość dla r = —3. 
22-3 _ z+2 1 


62+9 2т-6 
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5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Ry 
i. 
RM 
зе 2 4. 
m =" T Ra 
1 — BRE R. jest oporem zastępczym 
з ш układu dwóch oporów № i Ra 
Zatem R, = 282, połączonych równolegle. 
RaR 


wzoru 7- = 7- 


Wyznacz Ro oraz R. z 2 


6. Wyznacz ze wzoru wskazaną zmienną. 
a) P= тт? + тті, 1 e) F= mg — ma2R, R 
2R, m 


f) F = mg — т, 
) g) W=GMm(1- 1). m 
d) V = irr’, r h) W=GMm(t-1), r 


3 rR 


[р] 7. Podstawą prostopadłościanu jest prostokąt o bokach a i b. Wysokość tego 
prostopadłoś go pole powierzchni całkowitej wynosi P, 
a objętość 


ianu jest równa h, 


Czy wiesz, że... 

Jeśli z oznacza odległość przedmiotu AB 
od środka soczewki, y — odległość od 
środka soczewki do obrazu A'B’ tego 
przedmiotu, a f — ogniskową soczewki, 
to: 


P. Бъ — ogniska soczewki 


8. Chcemy sfotografować ropuchę odda- 
loną o 60 ст od soczewki aparatu, 
której ogniskowa jest równa 90 mm. 
Jak daleko musi być odsunięta so- 
czewka obiektywu od powierzchni ma- 
trycy światłoczułej, jeśli chcemy otrzy- 
mać ostre zdjęcie? 
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3.7. Równania wymierne 


Przykład 1 


RY s. 22-2 
Rozwiąż równanie 2—22 = 0. 


22-4 
Zakładamy, że т? — 4 # 0, czyli z € R \ {2,2}. 
a? än = 0 @ z(z —2) = 0 @ (z = 0 lub z = 2) 


Przyrównujemy do zera 
licznik wyrażenia. 
Odrzucamy т = 2 jako sprzeczne z założeniem, 


zatem jedynym rozwiązaniem równania jest liczba 0. 


Rozwiązywanie równania wymiernego =) = 0 składa się z etapów: 
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w i przyjęcie założeń, 
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu u, 


= uwzględnienie założeń i sformułowanie odpowiedzi. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 


m(z-3) _ ‚ү tlr _ A 222-16 _ 
A) grasz) 0 ©) еб 9 e) зуга = 0 
+} )(т+4) _ (z+2)(z+3) _ 2242241 
H (z-3)(2r+1) =? a) asg ECH t] — = 0 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż równanie. 


9a?+12r+4 _ ш2-5:+4 _ 
b) 3т1-т-2 0 4) а2+=—2 =0 
Przykład 2 
Rozwiąż równanie ŻĘ = 3. 


Zakładamy, że 2x — 1 0, czyli 


2z+2 _ 3 J. (9, — 
sr =3/:(22-1) 
2x +2=6r —3 
—4q = —5 / : (-4) 


g= 


Hiperbola y i prosta y 


przecinają się dla т 


sel 


5 
5. 


Liczba 5 spełnia założenie, więc jest rozwiązaniem równania. 
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Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. 


3a+2 _ > 8__ Ta+6 _ _ zŠ 9 
a) N 3 ) änt? ` отето. ) 3z+1 = 
Ćwiczenie 4 

Rozwiąż równanie. 

2:241 6: 248 =312+2, 4 
a =з b) =l 9 maT? dj а 
Przykład 3 
Rozwiąż równanie 1 = r + 3. 

Zakładamy, że x Z —1. 
АЙН сый. A i 
war Өш am g mus E SINI" a SE 


4r+7=(z+3)(z+1) 
4r+7= z) +4r+3 
g?=4 


O 


1=-2lubz=2 


Т, 
1 
i 
шат 


Liczby —2 i 2 spełniają założenie, więc są Hiperbola y = 27 i prosta y = 2+3 
rozwiązaniami równania. przecinają się dla z = —2 oraz 
Ćwiczenie 5 
Rozwiąż równanie. 

1 
а) -= =2+2 

= 


Przykład 4 
Rozwiąż równanie — = 


Zakładamy, że 1 +1 Æ 0 i x — 2 # 0, czyli x € R \ (—1,2]. 


2 
ak = /:(z+1)(x — 2) 
2(x — 2) =3(r +1) 
21 -4=3r+3 
EE 

Liczba —7 spełnia założenia, więc jest rozwiązaniem równania. 
Ćwiczenie 6 
Rozwiąż równanie. 
JH poka. 4 с) F- = 2+2 а) 2-2. 2-2 

al 245 z-i 2243 z-2 1-1 Ze — 2z+1 
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Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 


#8 A = 2+2 z+l _ z+1 

8) © Ste d Si = 9) = 2a+1 
2 1. 2-3 _ 243 sii _2 

Bal gg 0 A) See ем Pasy ty 0 


2. Znajdź pierwiastki całkowite równania. 


3. Rozwiąż równanie. 


2 -3 1 = 
а) 50410 «7-4 d EE $) 
2х+5 _ 1 ж Ц Ze 
b) «3-1 sti d) 2+3 |= 52-3 0 


4. Które z podanych równań nie mają rozwiązania, a które mają nieskończe- 
nie wiele rozwiązań? 
6r-2 
п. = 
Zei 


Lä _ _ 3z+9 on: 
M. E =-05 ТУ. EE 


5. Podaj liczbę rozwiązań równania. 


а) 2+1= 2222 c) e) 
b) 222 = d) П) 


6. Rozwiąż równanie. 


) z(a-5)(1+4) =0 а) 220069) _ у taetae _ 
Brt) — z(4z2-1) 8) 230322441 
z(1+2)(r-4) _ х3+2х?+т х9-Тхт?®+12х 
) z(z—2)(z+4) = e) (z+1)(z+2) у; h) ¿a= —3т? 0 
) 22(2-3)(2+2 £) a3-9r Ü 2r1+da3 a? 
а(0+2)(4-х) 22-6:+9 21—2224+1 
7. Rozwiąż równanie. 
2 3 
© za t= 
3-0 be _ 3 12 
) aerer Жент H J) mtra 
у 222 __ l- 2+5 ‚3 
©) argent ke 
) 21. 2-1 _ Mos = A 


т?+6хт+9 9-22 
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8. 


10. 


11. 


12. 


Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Wyznacz współrzędne punktów wspólnych wykresu funkcji y = = 
| i prostej y= z —3. 


Zakładamy, że z — 2 £ 0, czyli r € R \ {2} i rozwiązujemy równanie: 


St _„_ 
SE 3 


2+1=(2—2)(2-3) 


wspólnych: 


=2 
Zatem punktami wspólnymi hiperboli i prostej są (1, —2) i (5,2). 


n=1-3=-2 y= 


Wyznacz współrzędne punktów wspólnych hiperboli y = 2222 i prostej: 


а) у=т+1, b) y=2r+2, DEE ER 


Osie układu współrzędnych są osiami symetrii ы 
kwadratu ABCD (rysunek obok). Wierzchołki A 
i С należą do hiperboli у = 2. Podaj współrzędne 
wierzchołków kwadratu i oblicz jego pole dla: 

a) a=4, b) a=3. 


Rozwiąż graficznie i algebraicznie układ równań. 


== 
Pięć "Í 


Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 
cji f(z) = 2 i g(z) = —z2 + 2r + 1. Wyznacz 


współrzędne punktów przecięcia tych wykresów. 


Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 


а) 099 p [7=4- 
у= 12 +2= у= ll 
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*3.8. Nierówności wymierne 


Przykład 1 
Rozwiąż nierówność 3 < —1. 


Zakładamy, że z Z 0. 


22-1 

т 

Ë+1<0 

т 

3+e 

Тт <0 oraz dwóch liczb 

А р "а taki sam znak Rozwiązanie nierówności Š < —1 moż- 
(3+ ale <0 jak ich iloczyn. na również odczytać z wykresu. 


Szkicujemy odpowiednią parabolę i, uwzględniając zało- £ 
żenie, odczytujemy rozwiązanie nierówności: z € (—3: 0). x 
Uwaga. Nierówność 3 < —1 można również rozwiązać, mnożąc obie strony przez kwa- 


drat mianownika (kwadrat wyrażenia różnego od zera jest zawsze dodatni). Otrzy- 
mujemy wtedy nierówność 3z < —a?. 


Ćwiczenie 1 


Rozwi nierówność, Dla dowolnych liczb rzeczywistych a Z 0, 


a) 1 > 2 c) E >2 b # 0 znak ilorazu š jest taki sam jak 
b) З 2-1 znak iloczynu a · b. 
Przykład 2 


Rozwiąż nierówność 


) 
<Ü Wee dwóch Bech 
ma taki sam znak 
<Ó кына. 


-(a — Ate — 3) <0 /-(-1) 


Rozwiązanie nierówności 22-3 < 3 moż- 


(x — 4)(z —3) > 0 na również odczytać z wykresu. 


Szkicujemy odpowiednią parabolę i, uwzględniając założenie, 
odczytujemy rozwiązanie nierówności: +s 
z € (—00;3) U (4: oc) 
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Ćwiczenie 2 


Odczytaj z wykresu funkcji f zbiory rozwiązań nierówności f(x) > 2 oraz 


f(z) > —2. Sprawdź odpowiedzi, rozwiązując odpowiednie nierówności. 


Ćwiczenie 3 
Rozwiąż nierówność. 

3 2 l-z 2043 
а) 2521 ©) 7 <3 е) F<4 gn 

22+7 42-7 25 2т-2 -т2+2 
b) — >3 а) Zen 0) т>? h) ер <-6 
Przykład 3 
Rozwiąż nierówność — + — > 2. 
Zakładamy, że z 4 —2i z Z 3. 

х(т+2) EEN 2(z+2)(z—3) Wspólnym mianownikiem obu 
(z+2)(z—3) + (z+2)(z-3) > (z+2)(z-3) ułamków jest (z + 2)(z — 3). 
m2+2r т?-3х _ _ 2z2-6z+4z-12 >0 
(»+2)(x-3) © (1+2)(x—3) (z+2)(z-3) 
2+12 0 
020229) 7 oraz i iloczyn dwóch liczb 


(r +12)(r + 2)(r — 3) > 0 
Szkicujemy wykres wielomianu: 
w(x) = (z + 12)(r + 2)(z — 3) 
Jego pierwiastkami są liczby: —12, —2 i 3. 


mają ten sam znak. 


x 


Odczytujemy rozwiązanie nierówności (z uwzględnieniem założeń): 


z € (-12; —2) U (3;00) 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż nierówność. 
z+3 т 3 6 T 
d 25+1< aF © сүз” ees 
= =-2 1 1 1 
ата а 


Zadania 


1. Rozwiąż nierówność. 
a) Sy <4 с) H> e) Haa g) E < 


2r+2 +7 5r 
b) 81855 а) 04р р) 21854 ngo 
2. Rozwiąż układ nierówności. 
a) 0< 5 <4 ©) -1<Ж*1<з о) Hci 
b) -2< gh <2 d) -1< ER p) 25 <о< H= 


3. Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kres funkcji y = 2522 i proste: y = r — 2, 
y=2r—2,y=dr—2. Z rysunku mo- 
żemy odczytać, że nierówność: 

DEEN 

Eat 
jest prawdziwa dla + € (—оо;0) U (1; 5). 
Rozwiąż algebraicznie nierówność, a na- 
stępnie sprawdź poprawność rozwiąza- 
nia, korzystając z rysunku. 
а) 292 522-2 b) 292 <dr-2 


2-1 


4. Rozwiąż algebraicznie i graficznie nierówność. 
2-5 


a) > +5 b) Ę<s-1 с) 22-1 


5. Rozwiąż algebraicznie nierówność, a następnie sprawdź poprawność roz- 
wiązania, korzystając z rysunku. 


9. 


10. 


11. 


. Naszkicuj wykresy funkcji f i g, a następnie odczytaj z rysunku zbiór 


rozwiązań nierówności f(x) > g(z). Rozwiąż tę nierówność algebraicznie. 
a) fe) = 1, gl) =-1 +2 b) fz) = 2, а(х) = +4 


. Zaznacz na osi liczbowej zbiór rozwiązań nierówności. 


т—3 z—1 4-2r LES? EES? c-3 
s) zad < ФО = 2 = °) aa? az 
1+3 2+3 2+3 _ 5-0 Ae? < 2z+2 
b) тз 2 ват diz sa 0 22-6 < 3253 
Wyznacz zbiory: АО В, АП В oraz A | В. 
Ра zB: = ПС ЕГЕ 
a) A=freR: Ze >2), B= (ren: => 2) 
Se . = ei St) 
b) A={zeR: 2 <1}, в (тев: H > 2H) 
3 . 2z+1 = ‚ 4z-1 _ 2043 
©) A=freR: 25151), B= leen g < = 
Rozwiąż nierówność. 
т?+2т+1 2r-5 z 2r+1 2х+3 
Dese > 0 degen 8) аата < Së 
22+1 2+3 EA 2z у 22+3 
b) are * 0 EST ыл Н) тзт < аш} 
28-422 2-1 2-2 у z+l „6042 
s) z2+z-12 > 0 0 12420 7 тї+т U т-2 < 22-4 
Rozwiąż nierówność. 
т+1 z+2 2 32+2 
а) эы ыз”? ©) gat < зт +1 
1 3a 2z2-3 х+1 1 
be трае H т> + Ет 
4 2r+3 z+2 1 2r+2 
©) тз —1* + 8) хону T +? besen 
EI? b 2 W 1 2r+3 
Daa == t= h) z+ T; > seg 


Rozwiąż nierówność f(z) < g(z). 


а) f(z) = 22, g(a) =|r-1|-3 
(rysunek obok) 
b) Да) = ZX, g(z) = |r+5|-2 


с) f(2) = F, g(z) = —2 + 4z 


d) Да) = 


т+5 


к! 1 
Z=: 90) = Zei + 30 +23 


3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne 


jest podany wzór funkcji у = f(x), ale nie została określona jej dziedzina, 
jmuje się, że dziedziną jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych z, dla 
których wzór funkcji ma sens liczbowy (taką dziedzinę nazywa się też dziedziną 
naturalną funkcji). 


Przykład 1 
Określ dziedzinę funkcji f(x) = ŻE. 


Wzór funkcji f(x) = E ma sens liczbowy, gdy т > 0 (ze względu na wyra- 
żenie pod pierwiastkiem) oraz x Z 2 (ze względu na mianownik ułamka). 
Zatem dziedziną funkcji f jest zbiór Dy = (0; 2) U (2:00). 


Ćwiczenie 1 
Określ dziedzinę funkcji f. 


а) als VER d) Да) = = 
b) Л) = V3=r e) Ja) = 525 
c) f(z) = /=z 0 Л) = 525 i) Ла) = leg 


Рггукіаа 2 


Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = 


vii 
Wzór funkcji f(x) = 
funkcji / jest zbiór Dy 
Równość 1?—4 = 0 jest spełniona dla z = —2 oraz z = 2. Zauważ, że —2 ¢ Dy, 
zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2. 


ma sens liczbowy, gdy z + 1 > 0, zatem dziedziną 


—1;00). 


Ćwiczenie 2 
Podaj dziedzinę funkcji f. Czy funkcja f ma miejsce zerowe? 


DEE e) Ла) = SĘ e) f(n) = 25 
b) (e) = а) ла) = ZĘ 0 Je) = тутт 


Ćwiczenie 3 
Podaj dziedzinę i miejsca zerowe funkcji f. 


a) Ла) Sc b) Л) = GE ©) да) ZE 


22—25 151-3 
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Definicja 
Funkcję postaci Hal = ZE. gdzie v i w są wielomianami (w # 0), na- 


zywamy funkcją wymierną. Dziedziną takiej funkcji jest zbiór wszystkich 
liczb rzeczywistych т, dla których w(x) Z 0. 


Ćwiczenie 4 

Określ dziedzinę funkcji wymiernej /(т) = 25. 

a) v(x) = 225 — 1, w(x) = 3z? — 6 d) v(x) = 322 -22+1, w(x) = 211 
b) v(z) = z 1, w(x) = 21 — 16 е) v(x) = 1? —4, w(x) = 2 202 +0 


с) у(х) = 212 — z, ш(х) = 423 +22 f) v(z) =a*+a, (z) =2*+7u7—6 


Przykład 3 
Określ dziedziny funkcji: f, g i h, a następnie uprość ich wzory. 


Ха) = D; =R\ {0,1}, wzór po uproszczeniu: f(x) = == 


RZ 
z(z-1)' 


= —=(z+1) 36, z NW ANS 
glx) = NEI: Р, = Е\ {1,1}. wzór po uproszczeniu: g(x) 


тах) = Ze D, =R\ {1}, wzór po uproszczeniu: һ(т) = SS 


Zwróć uwagę, że funkcje: f, g, h nie są równe, gdyż mają różne dziedziny. 
Definicja 


Funkcje f i g o przeciwdziedzinie R są równe, jeśli mają tę samą dzie- 
dzinę D oraz dla każdego z € D zachodzi równość f(x) = g(z). 


Ćwiczenie 5 
Zbadaj, cz 


a) Dei 
b) Ла) = Zz: обо) = ZL di Л) = SED, #@)= 


— 


funkcje f i g są równe. Naszkicuj ich wykresy. 
= 2-3, шуш 2 
тї-р› IS (е3)? 


ola) = 


w 


1 
213-301 


Ćwiczenie 6 
Wyznacz sumę funkcji wymiernych f i g oraz określ jej dziedzinę. 


a) а) = ola) = Z 
a” 2-4 Suma, różnica, iloczyn i iloraz funkcji 
b) Да) = sc, 9(1) = = wymiernych sa funkcjami wymiernymi. 
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Przykład 4 


d ETPA i olz) = 2+2 
Wyznacz iloraz 1 funkcji f(x) = Z i g(z) = ==. 


Aby funkcje f, g oraz ich iloraz były określone, muszą być spełnione warunki: 
12-130, z+120, a? +2e 40, czyli z € R\ {—2,—1,0,1}. 
fla) e . z2+2z = т+1 a! ert) _ 1 


ro т+1 "si тїт 5 (z— DEH 249) ` (ж—1)(ж+2) 
Ćwiczenie 7 
Wyznacz iloczyn f · g oraz iloraz A funkcji f i g. Określ dziedziny iloczynu 
i ilorazu. 
a_ 
в) = = SR d Ла) = сен (a) = 5 Zeki 
b) Ла) = 521, (z) = d) Ла) = Z, g(a) = 
Zadania 
1. Określ dziedzinę i podaj miejsca zerowe funkcji f. 
ES 3 
a) Ja) = zza e) Ла) = DEE 
CR ш 
b) Ла) =" q) f(a) = GE 


22-9 -r 


2. Funkcja h dana jest za pomocą wzoru h(x) = f(x) + g(x). Określ dzie- 
dzinę funkcji h, podaj jej miej: zerowe i wyznacz zbiór argumentów, dla 
których przyjmuje ona wartości nieujemne. 


a) = A= ra o) fla) ==, se) = Zi 
b) Ла) = z: ala) = а) Да) = 222, g(a) = ŻE 


3. Odczytaj z rysunku, dla A argumentów funkcja f przyjmuje wartości 
większe od wartości funkcji g. Rozwiąż nierówność f(x) -+ g(x) < 0. 
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4. Podaj przykład funkcji wymiernej, której wykres przecina oś OY w punk- 
cie (0,6) i której dziedziną jest zbiór D. 
a) D=R| {3} b) D=R|f-21) c) D =R \ {1,2,3} 

5. Dla jakich wartości parametru k dziedziną funkcji f jest zbiór wszystkich 
liczb rzeczywistych? 


= ==... 
3 Л) = аар P 700) = атт 
6. Poniżej przedstawiono wykresy funkcji: 
2+т+1 3z2_10z+9 
Ха) = — 4 g(z) = == 


\ 
II 
t 
L 
| 
1 
L 
| 
| 
l 
i 
! 
| 


a) Określ dziedziny funkcji f i g. Dla każdej z tych funkcji podaj jej prze- 
działy monotoniczności oraz argumenty, dla których przyjmuje ona war- 
tości mniejsze od —3. 


b) Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m oraz gl) = m w zależności 
od parametru m. 


25-45 


WA = — z3+2r2+r+2 . _ 23620263266 
7. Niech Dal mz, a (a) = Как 1 Mei CS 
a) Określ dziedziny i uprość wzory tych funkcji. y 


b) Rozwiąż równanie f(x) + g(z) — 2h(z) = 0. 
c) Rozwiąż nierówność f(x) - g(z) — h(x) < 0. 


8. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: 


a) Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m 
w zależności od parametru m. 
b) Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = |m| 
w zależności od parametru m. 
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3.10. Równania i nierówności 
z wartością bezwzględną (1) 


Przykład 1 
Rozwiąż równanie [82 — 4] = 2. 

š Jeśli a > 0, to |z| =a 
lub 3z—4=2 wtedy i tylko wtedy, gdy 


lub 3 z= a lub z =a. 


Ćwiczenie 1 


Rozwiąż równanie. 
а) |5r —3|=2 b) [9x + 5| = 4 с) |żr+4|=6 
Przykład 2 

Rozwiąż równanie [22 — 4| + [32 — 6| = 20. 


1. a-b] = jaj + l 


: - 2] +3]r —2| 

=20 /:5 
|x — 2|=4 

т-2=-—4 lub z—2=4 
т=-2 lub x=6 


Ćwiczenie 2 


Rozwiąż równanie. 

a) |z —3| + |2z — 6| = 9 с) |4r +2] — |[2z + 1| + |6z + 3| = 4 
b) [4x — 8|+|2—z| =5 d) |6z + 4| — |3r + 2| + [9x + 6| = 8 
Twierdzenie 


Jeśli a > 0, to |z| < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < r < a. 


Przykład 3 
Rozwiąż nierówność |2 + 3| < 5. 
Odejmujemy 3 od każdej ze 


—5<2хт+3<5 stron nierówności, czyli od —5, 
-8<r<2/:2 od 2r +3 i od 5. 
-4<r<l 
кє (—4;1) 
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Przykład 4 
Rozwiąż nierówność |32 — 1| > 2. 
Jeśli a > 0, to |x| > a 
3r—1<-2 lub 32-1>2 wtedy i tylko wtedy, gdy 
Ar <-1 lub 3r>3 z < —a lub z > a. 
т<-} lub т>1 


z € (—oco; —3) U (1:00) 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż nierówność. 

a) |3x — 5| < 2 c) |2r+4|<8 е) |6—3z|29 а) |-żr+6| <9 
b) |4x — 2| > 8 d)|3+z|<5 £) |jr-1]|<7 h)|-#z-2|>3 
Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 
a) |3r+1|=5 с) |jr+1|=2 e) |4x+5|=0 в) la? 
b)|2r-3]=1 d) |2- 3 0 |z—6=4 һ)|?—3|=1 


2. Rozwiąż równanie. 
а) Dr — 6| = 7 + |z — 2] с) l6—z|+ |12 —3| + |2z — 12| = 7 
b) Har + 6| + |6z + 9| = 10 d) |r — 2| + |22 — 4| + |4r — 8| = 7 

3. Rozwiąż nierówność. 
a) |5r+2|<7 с) |Ëz+2|<1 e) |jr-3|>5 к) |2x-3|>0 
b) |3z-4|<4 d)|6r+2|>1 £) (32-1 > 1 h) 4r-1|<0 


4. Wyznacz zbiór liczb rzeczywistych z spełniających podany warunek. 


a) 3< |2r+1|<5 c) -2<4- 3|=| < 3 
b) 4 < 2-35] < 7 d) 3<5-—2|z| < 6 

5. Rozwiąż nierówność. 
a) |2x — 6| + |3x — 9| < 15 d) |z + 1| + |3r + 3| < 6 — 2|z +1] 
b) Ma — 2] — |2r— 1| > 6 e) 2|z — 4| + |3z — 12| < 4+ [8 — 2z| 
с) Bz- 3|— |1-z| > 8 f) |2: +4|+1 < [35 +6| — 2 +z|+ 2 


6. Rozwiąż nierówność. 
a) Vx?—10x +25 +2|r —5|<9 с) |2r+8|+vVax?+8x+16>1 
b) V4r+x7+4+3|r +2]|>20 d)vl-2ręa7 — |2r—2|+5<0 
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*3.11. Równania i nierówności 
z wartością bezwzględną (2) 


Przykład 1 
Aby rozwiązać równanie |r— 1|+3x = 7, rozpatrujemy następujące przypadki: 


1 r—1<0,czyli z E(—0:1), 2° Jeśli r — 1 > 0, czyli т € (1;оо), 
to równanie przybiera postać: to równanie przybiera postać: 
-(a — 1) +31 = 7 (2—1) +3==7 
=7 47 = 8 


-0+1+8: 


3 g (—ос; 1), sprzeczność 


Zatem rozwiązaniem równania |z — Ц + 3x = 7 jest liczba 2. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) |r— 1| —2z 

b) |r-1|+x= 


Przykład 2 
Aby rozwiązać nierówność 2|x + 2| + z < 1, rozpatrujemy następujące przy- 
padki: 
1° Jeśli z+2 < 0, 

to nierówność pr 


ir є(—оо;—2), © Jeśli r +2 > 0, czyli z € (—2 
„ybiera posta 


оо), 


to nierówność przybiera postać: 


—2(2+2) +2 <1 2(r+2)+r<1 
—2z—4+z<1 2r+4+r<1 
-zr <5 Ar < —3 
т>—5 Uwzględniamy 2<-1 
zr € (-5; —2) założenie. z € (-2;—1) 


Zatem nierówność Ze + 2| + z < 1 zachodzi dla z € (— 


Ćwiczenie 2 

Rozwiąż nierówność. 

а) |z —2| —3z > 1 с) |z —5|< 1+5 e) |3- z] < z |2z — 6| 
b) [2z + 6| +z < 3 d) [6+2] > 2: +6 f) =|1 — z| < z + z2 
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Przykład 3 =(z— 2) z-2 


Rozwiąż równanie 2|=| — |z — 2| = 1. =i Ë 
1° Jeśli z € (—00;0), to równanie przybiera postać: 2 
—2r — (-(xr — 2)) =1 
—2z+z-—2=1 
-==3 
cr=—3 -3є (—00;0) 
2° Jeśli z Є (0;2), to równanie przybiera postać: 
2a — (-(x1 — 2))=1 
2r+r-2=1 
3r=3 
c=l 16 (0;2) 
3° Jeśli z Є (2; оо), to równanie przybiera postać: 
2r-(1-—2)=1 
2r—z+2=1 
т=—-1 -1g (%00), sprzeczność 
Zatem rozwiązaniami równania 2|z| — |: — 2| = 1 są liczby —3 i 1. 
Przykład 4 (2-3) 2-3 
Rozwiąż nierówność |а: — 3| + |z + 4| < 9. s == + 


1° Jeśli z € (—oo; —4). to nierówność przybiera postać: 
—(zx — 3) — (1 + 4) <9 
—2z < 10 
т>—5 
Po uwzględnieniu założenia otrzymujemy, że z Є (—5: —4). 
2° Jeśli z e (—4;3), to nierówność przybiera postać: 
(a —3)+x1 +4<9 
7<9 
Otrzymana nierówność jest zawsze prawdziwa, zatem т Є (—4;3). 
3° Jeśli z € (3:00), to nierówność przybiera postać: 
т-3+т+4<9 
т<4 
Po uwzględnieniu założenia otrzymujemy, że z € (3;4). 
Zatem nierówność |+ — 3| + |z + 4| < 9 zachodzi dla z € (—5;4). 
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Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. 


a) |z| + |r—3|=5 с) |z| + |r=2|=2r—2 
b) [r +4|-|2—z|=6 d) || + |z +5|=2z+5 
Ćwiczenie 4 

Rozwiąż nierówność. 

a) |x| + |z —2| < 4 с) [r +2|— |3 —z|<z-1 
b) |r-1|+|3- z| >3 d) |z|- 5 —-z|>z-—2 
Przykład 5 


Naszkicuj wykres funkcji f: R — R określonej wzorem: 
Ја) = |[-1|+|e-3|-6 

Na podstawie wykresu podaj rozwiązanie nierówności f(x) > —2. 
1° Dla z € (—oo;1): 

f(z)=-(z-1)—-(z-3)-6=-2r-2 
2 Dla z € (1;3): 

fe) = (6-1) - (r-3)-6=—4 
3 Dla z € (3;00): 

f(x) = (1-1) + (1 —3)-6=2r—10 
Wzór funkcji f możemy więc zapisać 
w postaci: 


—2r-2 dla x € (—0:1) 
Ха) = -4 dla z € (1:3) 
2r—10 dla re (3:00) 


Nierówność f(x) > —2 jest prawdziwa dla x € (—оо;0) U (4; оо). 

Ćwiczenie 5 

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Na podstawie wykresu podaj rozwiązanie 
nierówności f(x) < 4. 


a) f(x) =|e+3|+x-1 с) f(a) = 2z + |1 — z| + 2|z 2] 
b) f(z)=|z -1|— |z +1|+1 d) f(z) = || + |z + 1| + |z — 2| 
Ćwiczenie 6 

Oblicz pole obszaru ograniczonego osia OX i wykresem funkcji f. 

a) f(z) = |z +4|+ |z —2| — 10 b) f(z) = |z +2| — |a| — z 
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Zadania 
1. Rozwiąż równanie. 
a) |: +1| — |z| = 0 с) |z| — Iz 4|=2 e) |z —2|+ |r+2| =4 
b) |z| + |r + 5| 7 d) |r+3| + |x| =3 f) [2z+4| — |z — 1| = 
2. Rozwiąż równanie. 
a) Va? +6x +9 — |r—2|=« с) |z — 2| — |z — 3| + |z| =6 
b) VA 42 +12 +V = 6 d) |4- z| — |z| = |z +3| 
3. Rozwiąż nierówność. 


a) |: —3| + |r| < 3 d) |3e — 6| — |z + 2| < 8 
b) 1-z|-|1+z| >2 e) Vz? + 4r+4+ |x| < 5 
с) |z —5|+ |z — 1| 2 4 f) V9-6r7a7—3> va? 


4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rozwiązanie nierówności f(x) > 0. 
a) f(z) = |e-2|+|e+1|-5 b) f) = |1 - z|- |z —3| 


5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Rozwiąż równanie ||| — 3| = 5. 
Jeśli a > 0, to |x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy z = a lub z = —a. 
|:|-3=5 lub |z|-3=—5 
|x| =8 lub |x| = —2 sprzeczność 
zx =8 lub z =—8 
Rozwiązaniem równania ||| — 3| = 5 są liczby —8 i 8. 


Rozwiąż równanie. 

a) |le|-1]=1 с) |lz + 1|+5| = 4 e) |2z+3|+3|=3 

b) |lz|+2| =3 a) |le-31-6|=2 p Ra-u-4i|=1i 
6. Rozwiąż nierówność. 

a) |lz| -3| <2 с) |lz + 4| — 3| > 2 e) |2—=|+5| < 6 

b) |lz| + 4| > 5 d) |2z—1|+2|23 £) |7-|2x+1||>7 


7. Rozwiąż równanie. 
a) |z + ell = |х| b) ||e]-1|=|e-1| c) |z-|z-1l| = == 
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*3.12. Równania i nierówności 
z wartością bezwzględną (3) 


Przykład 1 
Rozwiąż równanie Ze 


Mnożymy obie strony równania przez |: — 1| i otrzymujemy: 
|E-1|=2 


т-1=-—2 lub т—1 


т=-1 lub r=3 


Ćwiczenie 1 
Rozwież fanen, 


AP Е = 
а) zaj = er d) aa = 0 
Przykład 2 
Rozwiąż równanie |252 
p| = ір. 
Żaleładarny, że r 22. k= H. gay a#0 
etila у, 
22 =1/ 
[z + 1| = |z 2] 
т+1=т-2 lub т+1=-(т-2) |p| = |a| oznacza. 
1=-2 lub 2r=1 p=qlubp=—q 


sprzeczne, z drugiego otrzymujemy r 


Pierwsze równanie jes iązanie 


Uwaga. Równanie z przykładu 2. możemy też rozwiązać, korzyst: 


ając z tego, że: 


ZH = 1 lub H =1 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż równanie. 


Ćwiczenie 3 
a) Rozwiąż równanie | 


=з! 
kicuj wykres funkcji /(т) = 
równania f(x) = 2. 


b) Nas . Odczytaj z wykresu rozwiązania 
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Przykład 3 

Rozwiąż nierówność 222 > 1. 

Zakładamy, że r Z 3. Ponieważ mianownik jest zawsze dodatni, możemy obie 
strony nierówności pomnożyć przez |3 — x|. Otrzymujemy: 


|3 — z| <5 
—5<3—<5 
z € (—2;8) 
Uwzględniamy założenie i otrzymujemy rozwiązanie: т € (—2;3) U (3;8). 
Przykład 4 
Rozwiąż nierówność — = FZ ZA 


Zakładamy, że z Z 2. Ponieważ mianownik jest zawsze dodatni, możemy obie 
strony nierówności pomnożyć przez |z — 2|. Otrzymujemy: 
|: -2|>1 
т-2<-1 lub z=2>1 
т<1 lub r>3 


Zatem z € (—oo:1) U (3; оо). 


Ćwiczenie 4 
Rozwiąż nierówność. 

2 7 6 j a 
a >! b) zg <1 0 iq 221 a) 1+3|<3 
Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 


SET TE 

P) ep = n |é- 
2 Kotteng 

al a= ga >1 d тта <1 

b) greg > 3 dies? 

©) изд < 2 SEN 


3.12. Równania i nierówności z wartością bezwzględną (3) 163 


3. Rozwiąż nierówność. 


2-3 1 1 
» |2 ШЕ d E? "ES 
3-0 2+2 ER 
b) E >> © e d SZ 8 вя? Ear] 
т+3 1 
9 81 0 | |>о ) > Ezra 
4. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 
Rozwiaz równanie — E =i 
Zakładamy, że z Z 2. 
18 Dla z > 2 mamy ŻĘ = 1, czyli Зтг= 2-2. 
Stąd т = —1 Bee > 2. 
OMA ===; үт = 1, czyli 3r = —r + 2. 
Stąd z = 3. 
Zatem rozwiązaniem równania — ai 1 = 1 jest liczba $. 
Rozwiąż równanie. 
Ë =l = y 
a) Sr 1 b) Ł =r+2 c) Р == 2 
*5. Rozwiąż nierówność. 
a) EH>0 e) H <o e) [р -1|<з 
2 2 1 
b) EE > 2 d) EE £) g-is 
*6. Naszkicuj We funkcji f. 
a) Jl) = F b) а) = EE" о) Ла) = FZ" 


* 7. Zaznacz zbiór A w układzie współrzędnych. 
a) A= (у) e R: => lil <2) 


+1 
b) A= { (ry) е: < =a) 


* 8. Na rysunku obok przedstawiono zbiór 
punktów płaszczyzny, których współ- 
rzędne (т, у) spełniają nierówność: 


Ш < y=! 


Oblicz współczynnik a. 


164 3. Funkcje wymieme 


3.13. Wyrażenia wymierne — 
zastosowania (1) 


Przykład 1 
Licznik pewnego ułamka jest równy 6. Jeśli licznik tego ułamka zmniej 
o 2, a mianownik o 3, to wartość ułamka się nie zmieni. Jaki to ułamek? 


Szukany ułamek możemy zapisać w postaci $, wówczas nowy ułamek będzie 
z. Otrzymujemy więc równanie: 

4 > © 
£ =. gdzie z € R | {0,3} 


z 


Ë stać 82 czyli 
miał postać 82, czyli = 


Zatem szukany ułamek to $. 


Ćwiczenie 1 

a) Licznik pewnego ułamka jest równy 10. Jeśli licznik tego ułamka zwięk- 
szymy o 20, a mianownik o 30, to wartość ułamka się nie zmieni. Jaki to 
ułamek? 


b) Dane są dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od 
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. V 


yznacz te liczby. 


Ćwiczenie 2 

a) Ola kupiła cukierki A w cenie z zł/kg i zapłaciła 24 zł. Ala kupiła taką 
samą ilość cukierków B droższych o 4 zł/kg i zapłaciła 30 zł. Ile kosztuje 
kilogram cukierków A, a ile — cukierków B? 


b) Cena winogron to obecnie z zł/kg. Tydzień temu, kiedy winogrona były 
o 4 zł/kg droższe, Tomek wydał na ich zakup 20 zł. Gdyby obecna cena 
spadła o 1 zł/kg, to taką samą ilość winogron można by kupić za 12 zł. Jaka 
jest obecna cena winogron? 


Zadania 


1. a) Licznik pewnego ułamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jeśli 
licznik tego ułamka zwiększymy o 4, a mianownik o 7, to wartość ułamka 
się nie zmieni. Wyznacz ten ułamek. 


b) Licznik pewnego ułamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mia- 
nownika. Jeśli licznik tego ułamka zwiększymy o 9, a mianownik o 5, to 
wartość ułamka dwukrotnie wzrośnie. Wyznacz ten ułamek. 


3.13. Wyrażenia wymierne — zastosowania (1) 


2. a) Mama Bartka jest o 6 lat młodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy 
i taty jest jak 8 do 9. Пе lat ma mama Bartka, а ile jego tata? 


b) Magda ma 25 lat, a jej młodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek 
wieku Magdy i jej siostry będzie równy 37 


3. a) Dany jest prostokąt o bokach 32 ст i 51 ст. Jego krótszy bok skrócono 

o z cm, a dłuższy bok — o 3x em i otrzymano prostokąt, w którym stosunek 
długości boków jest równy 3:4. O ile zmniejszył się obwód prostokąta? 
Rozpatrz wszystkie przypadki. 
b) Dany jest prostokąt o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych boków 
wydłużono о r ст, a drugi — о 22 cm i otrzymano prostokąt, w którym 
stosunek długości boków jest równy 5 : 9. O ile zwiększył się obwód tego 
prostokąta? Rozpatrz wszystkie przypadki. 


4. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie płotu wokół domu. Adam 
tę samą pracę wykonałby w ciągu 8 godzin. Ile czasu zajęłoby im po- 
malowanie płotu, gdyby pracowali razem, każdy w swoim tempie? 


Oznaczmy przez w pracę, którą należy wykonać, Wówczas: 
4 ` praca wykonana przez Piotrka w ciągu godziny, 


¥ ` praca wykonana przez Adama w ciągu godziny, 
шаш 


т + € = ёш — praca wykonana wspólnie w ciągu godziny. 
Z tego wynika, że na wspólne 


vykonanie pracy chłopcy potrzebowaliby: 
u : šu = Š = 22 [h] 
czyli 2 godzin i 40 minut. 


Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobiłby 
to w ciągu 6 godzin. Ile czasu zajęłoby im pomalowanie pokoju, gdyby 
pracowali razem, każdy w swoim tempie? 


5. Dwie koparki, pracując razem, wykonują wykop w ciągu 8 dni. Gdyby 
w tym samym tempie pracowała tylko pierwsza z nich, wykop powstałby 
w ciągu 12 dni. Ile czasu zajęłoby wykonanie wykopu drugiej koparce? 


6. Pierwsza koparka wykonała połowę wykopu w ciągu 6 godzin, resztę wy- 
kopu wykonała druga koparka w ciągu 9 godzin. Ile czasu zajęłoby wyko- 
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowały jednocześnie, każda w swoim 
tempie? 
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3.14. Wyrażenia wymierne — 
zastosowania (2) 


Przykład 1 

Dwa samochody wyruszyły jednocześnie z Malborka. Po pewnym czasie pierw- 
szy znajdował się w odległości 320 km, a drugi — 240 km od tego miasta. 
Średnia prędkość drugiego samochodu była o 20 km/h mniejsza od prędkości 
pierwszego. Oblicz średnie prędkości, z jakimi poruszały się te samochody. 


Oznaczmy przez uj i v średnie prędkości samochodów. Wówczas: 


320 _ _240_ Korzystamy ze wzoru t = š, gdzie 
vi 01-20 t oznacza czas, s ` drogę. 


240, stąd u, = 80 oraz v = 80 — 20 = 60 


320(0, — 20) = 


Średnie prędkości samochodów wynosiły odpowiednio 80 km/h i 60 km/h. 


Ćwiczenie 1 

a) Samochód jadący ze średnią prędkością v pokonał odległość 195 km. Samo- 
chód jadący ze średnią prędkością o 20 km/h większą pokonał w tym samym 
czasie 260 km. Oblicz 
b) Droga między miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyły rów- 
nocześnie naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich jechał ze średnią 
prędkością o 30 km/h większą niż drugi. Samochody minęły się, gdy pierwszy 
pokonał š trasy między miastami. Oblicz średnie prędkości obu samochodów. 


średnie prędkości obu samochodów. 


Ćwiczenie 2 

a) Pociąg ekspresowy jechał ze średnią prędkością o 30 km/h większą niż 
pociąg osobowy i przebył trasę długości 360 km w czasie o godzinę krótszym. 
Oblicz średnie prędkości tych pociągów. 


b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyły 
równocześnie naprzeciw siebie dwa pociągi. Średnia prędkość pierwszego była 
о 10 km/h większa niż średnia prędkość drugiego. Pociągi spotkały się w od- 
ległości 270 km od miasta A. Oblicz średnie prędkości, z jakimi się poruszały. 


3.14. Wyrażenia мутіете — zastosowania (2) 


167 aaa 


Zadania 


. Pociąg miał pokonać trasę między dwoma miastami w czasie określonym 
w rozkładzie jazdy. Z powodu awarii został zatrzymany na pół godziny 
na stacji pośredniej. Pozostałe 120 km przejechał z prędkością większą 
o 20 km/h i dzięki temu nadrobił powstałe opóźnienie. Oblicz, jaka po- 
winna być średnia prędkość pociągu zgodnie z rozkładem jazdy. 


2. Dwaj rowerzyści wyjechali równocześnie na trasę długości 36 km. Śred- 
nia prędkość pierwszego rowerzysty była o 6 km/h większa niż średnia 
prędkość drugiego, więc pokonał on trasę w czasie o godzinę krótszym niż 
drugi. Oblicz średnie prędkości obu rowerzystów. 


3. Tomek przejechał na rowerze 32 km szosą i 20 km polną drogą w czasie 
2 godzin i 40 minut. Średnia prędkość jazdy po szosie była o 20 km/h więk- 
sza od średniej prędkości jazdy po polnej drodze. Oblicz średnią prędkość 
na szosie i średnią prędkość na polnej drodze. 


4. Trasa rowerowa wokół jeziora ma długość 12 km. Dwóch rowerzystów wy- 
ruszyło jednocześnie z tego samego miejsca i okrążało jezioro w tym sa- 
mym kierunku. Średnia prędkość jednego z nich była o 5 km/h mniejsza 
niż średnia prędkość drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystów do- 
szło, gdy szybszy z nich wykonał 4 okrążenia jeziora, a wolniejszy — 3. 
Oblicz średnie prędkości obu rowerzystów. 


5. a) Samochód przejechał drogę długości 120 km. Gdyby jechał ze średnią 
prędkością o 30 km/h większą, to czas jazdy byłby krótszy o 54 minuty. 
Jaka była średnia prędkość samochodu? 


b) Samochód przejechał drogę z miasta A do miasta B o długości 240 km 
ze średnią prędkością v. W drodze powrotnej przez godzinę jechał ze śred- 
nią prędkością v, a następnie zwiększył prędkość o połowę, w rezultacie 
drogę powrotną przejechał w czasie o godzinę krótszym. Wyznacz średnią 
prędkość v. 


*6. a) Samochód przejechał drogę z miasta A do miasta B ze średnią prędko- 
ścią 40 km/h. Z jaką średnią prędkością powinien jechać w drodze powrot- 
nej, aby jego średnia prędkość w czasie całej podróży wyniosła 60 km/h? 

[р] b) Średnia prędkość jazdy samochodem z mia- ç niq karmoniczną 
sta A do miasta B wyniosła vı km/h, a podczas роль dodatnich a i b 
drogi powrotnej və km/h. Uzasadnij, że średnia nazywamy liczbę: 
prędkość liczona dla całej podróży jest równa 


REA aja ZAJE, UBU TH 
średniej harmonicznej prędkości vı i v2. 
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3.15. Zagadnienia uzupełniające 


E Wyrażenia wymierne dwóch zmiennych 


1. Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla z = 2 oraz у 


a) z” b) = 
Es 
2. Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla a = —1 i b = 2. 
угадай. аз b) a'-bi ` ech 
ES a2+ab+b2 a24b?—2ab ab+b? 
3. Wykonaj działania. 
a Е Я 
с) 22-422 ; 2-40 e) 2 . = Р 
5r 20гу zły  тї+ту+уй 
ni, а) 27 Au Ae ) (ty) | aż+y? 
4л -2y т+2у ` a?+daytdy? тЇ+2гу+у1 т1-у1 


4. Wykonaj działania. 


2 1 e) = у 
x+y т-у т-у aty а 

) т у ) Зх _ _3r Ary 
т+у т-у 2r-y 2хт+у 412-2 


5. Wykonaj działania. 
а (а а a? ү! fa+1 1 
PO (5 x 5) b) (a U =) ( к rz) 


E Zadania z parametrem 


6. Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa rozwiązania o różnych 
znakach? 


a) ma? — 2(m-1l)r+m-=2=0 c) (m + )z2 — 2(m +2)z +m = 0 
b) (m-1)a*-2mr+m+3=0 d) (m+1)a” -4mr+m+1=0 

7. Dla jakich wartości parametru E równanie ma dwa różne rozwiązania do- 
datnie? 
а) (k+2)a? —4r-k+2=0 с) (k+1)x* — 3(k—1)z +2k—3 = 0 
b) (k – 1)z22 —2kz —k—1=0 d) (k — 2)z2 — 3(k + 2)z + 6k = 0 

8. Wyznacz te wartości parametru a, dla których największa wartość funk- 
cji f jest liczbą ujemną. 
a) f(x) = (За — 2)22 + (4a + 2)r + 3a— 2 
b) f(x) = (3a — 4)х® — (2a+ 1)r +2a+ 1 


3.15. Zagadnienia uzupełniające 


[р] 9. а) Uzasadnij, że jeśli punkt (то, уо) należy do wykresu funkcji y = $, gdzie 
a > 0 i z > 0, to prostokąt o wierzchołkach A(0,0), B(zo,0), С(хо, уо), 
D(0, y) ma pole równe a. 
b) Wyznacz długość przekątnej kwadratu, którego trzy wierzchołki leżą na 
osiach układu współrzędnych, a czwarty należy do wykresu funkcji у $. 
с) Wierzchołki prostokąta o polu 24 są punktami przecięcia hiperboli y = ® 
z prostymi y = tr i у = 2x. Wyznacz а. 


10. Prosta y = —r + m ma w I ćwiartce układu 
współrzędnych jeden punkt wspólny z hiper- 
bolą y = 2222 (punkt С na rysunku obok). 


2-1 


a) Oblicz т oraz pole trapezu ABCD. 

b) Punkty E i F są punktami przecięcia hi- 
perboli y = 22 z osiami układu współrzęd- 
nych. Oblicz pole trójkąta CEF. 


11. a) Wyznacz równanie prostej у = ar+b, gdzie 

a # 0, której jedynym punktem wspólnym 

z hiperbolą y = 1 jest punkt (1.1). Oblicz 

pole trójkąta ograniczonego osi układu 
współrzędnych i tą prostą. 

[р] *b) Uzasadnij, że trójkąty ograniczone osiami 

układu współrzędnych i prostą у = az +b, 


gdzie а < 0, mającą jeden punkt wspólny z hi- pola trójkątów ODC 

perbolą y = +. mają równe pola. i ОВ›С» są równe. 

12. Podaj, ile punktów wspólnych ma okrąg o środku w punkcie (0,0) i danym 
promieniu r z hiperbolą 


a)r=1 b)r=1,5 c)r=vŻ 


13. Dany jest okrąg o środku w punkcie (1,1) 
i promieniu r oraz hiperbola y = 1. Na ry- 
sunku obok przedstawiono tę hiperbolę oraz 
kilka takich okręgów. Podaj, ile punktów 
wspólnych mają okrąg i hiperbola w zależ- 
ności od r. 


*14. Hiperbola będąca wykresem funkcji f(x) = 59. + p przecina osie układu 
współrzędnych w punktach A i B. Oblicz p, jeśli pole trójkąta АОВ (gdzie 
O jest początkiem układu współrzędnych) jest równe: a) 1, b) 124. 
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Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw 1 


1. Na rysunku przedstawiono wykres funk- 
cji f(x) = $. Oblicz a. 
a) Które spośród punktów: P(—8, —3). 
Q(3.12), R(V2,V3) należą do wykresu 
funkcji f? 
b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu- 
mentów funkcja f przyjmuje wartości 
większe od —. 


c) Rozwiąż nierówność Tal < 4. 


2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzinę funkcji g i równania 
asymptot jej wykresu. 


a) (в) = 1, оо) = 2+1 о) Ла) = 1, об) = гч 
b) Аа) = 2, 9(0)=-2-2 а) (а) = 


+ g(0)=——5 


3. Naszkicuj wykresy funkci 
z tych funkcji. 


„gi h. Podaj dzi 


a) Да) = 2, Ma) 5 ха 
0) = 2, ща) = 21-1 
d Ла) = -2, (0) = ën, Һа) = ës +3 


4. О jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji g(x) = 1, aby otrzymać 
wykres funkcji f? Naszkicuj ten wykres. 


a) fe) = z +3 с) Ла) = 


5. Podaj wzór funkcji, której wykres otrzymamy przez przesunięcie wykresu 
funkcji f o A ać. Naszkicuj wykres tej funkcji. 


2-1 


1- P P 
a) да) = 2, 17 = [—2,3] b) Ла) = -1, 7 = [2, —3] 
6. Wyznacz ze wzoru podaną zmienną. 
LLĄBĘ 2 m zap a 
DEE ©) Z-2-i=nma е) 5= 11.4 
5 w” 
b 2 = Em, , d) RE a f S= a 


Zestawy powtórzeniowe 


171 aaa 


м 


7. Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. 
) 22-1 b) z2+3r 4 2+2 ) 2+5 
т+1 т?+5т+6 23+125 


8. Rozwiąż równanie. 


m2+6z _ 23-212 х?-2х-8 

8) «3-6: о a) 22—4:+4 = 8) sea: U 
т?-4 422—12=+9 22-72+12 

b) z2+2z e) są "H b) 22-61+8 SCH 
ш2-3= _ 8r2-2  _ у 34747242 _ 

) эв 0 0 von |) zzzęszęz = 0 


9. Rozwiąż równanie. 


) zl _ 2-2 

8) 212 7 rl 
z+4 _ z-4 _ 

hca zg 0 

oa 2-3 0 z+6 

i) =r 252—0 


10. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = . Wyznacz współrzędne punktów, 
w których wykres funkcji f przecina ‘prosta y = 2 oraz prostą y = z. 


a)a=2 b)a=-1 с) а=1 а) а= -2 
11. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(x) = 25 i (т) = #4. 
L 


a) Dopasuj wzór do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f i g. 
b) Rozwiąż równania: g(z) = z oraz f(x) = —т. 


12. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj rozwiązanie nierówności f(x) > 1. 


[L daz>0 Bacia -2 dla z <-1 
UJ. авео EL aus 
13. Naszkicuj wykres funkcji f. Rozwiąż równanie f(x) = z. 
а) Ла) = = ©) тысы е) fa) =2+ 2: 
| b) а) = 21 d f(z) = =} 0 Ла) = -2 
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1. 


D Zestaw 11 
Rozwiąż nierówność. 
а) 22 >0 с) Sai e) z-L<0 
2+2 z+ у 1 
b) żę <0 а) ZĘ < —2 f) z+1>2 
Rozwiąż nierówność. 
2х-1)? +2 225-3 
Чаю BEEN RE 
2т-1 22+:-2 
B) == ксле, ”0 4) zag >0 0 Sen 
Rozwiąż nierówność. 
1 1 1-2 , z-3 2+3 2-1 
A) = зт Klee ©) gaz аа > 0 


9. 


Wyznacz zbiory: A U B, АП B oraz A \ В. 
a) A=freR:r> 41), B =(reR: = i <2) 
b) A= freR: 20 <1}, B= (сев: EG > 0) 


z+ 

Rozwiąż równanie. 
a) |2+3|-2=7 с) |2т-1|+|т—5]=6 e) 4|z+1|+|z—1| = 
b) |1—z|+1=z d)|1 —3z|—[z+6|=-3 f) |=-7|=2- 4-2] 
Wyznacz liczby naturalne z, które spełniają poniższy warunek. 

à od: 2-10 
a) 0<; <t b) | z|>2 BEER 
Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich wartości para- 
metru m równanie f(x) = m ma dwa rozwiązania. 
a Ла) = [2-2] ыло) = |25 © а) = la? 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = 
w zależności od parametru m. 
a) Ла) = |4 b) Л) = 1+1 ©) а) = рт -1 
Podaj dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Napisz wzór funkcji 


у = g(m) określającej liczbę rozwiązań równania f(x) = m w zależności 
od parametru m. Naszkicuj wykres funkcji g. 


а л) |а| ул 940=|2-1|-1| 


Zestawy powtórzeniowe 173 mmm 


NA 


10. Podaj wzór funkcji homograficznej, której 
wykres przedstawiono na rysunku obok. 
a) O jaki wektor należy przesunąć ten wy- 
kres, aby otrzymać wykres funkcji g? 


-=-3 
s= a 


b) O jaki wektor należy przesunąć ten wy- 
kres, aby osiami symetrii otrzymanej hiper- 
boli były proste: y = 2 — 4 i y = –2 — 2? 


11. Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x) i R f(z) > g(x). 
а) Ја) = 1, g(z) = = e) Ха) = тт g(a) = |a| 
b) Ла) =, оа) = |zl d) Ла) = 2-1, g(z) = 
12. Rozwiąż graficznie i algebraicznie równanie f(x) = g(x). 
а) Ла) = |22), staj=3 к) ло) = |z|, ad? 
13. Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x) i nierówność f(x) > g(x). 
a) Del = 22, (ш) = Z b) Ла) = Z, да) = E 


т-2 


14. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 1. Dla jakiej wartości parametru m prze- 
dział (—8:0) jest zbiorem rozwiązań nierówności £ < m? 


15. Dla jakich wartości parametru m wykresy funkcji f(x) = =" 
mają dokładnie jeden punkt wspólny? 


іб) = 


16. Dla jakich wartości parametru m wykresy funkcji f i g nie mają punktów 


wspólnych? 

a) Да) = 2, g(z) = -mx ©) Ла) =", (ш) = (m — 1)z 

b) Д) =", g(z) = me а) /(х) = TEŻ, дз) =z+m 
17. Dla jakich wartości parametru m dane proste są równoległe, a dla jakich 

prostopadłe? 

а) у= = +3 i y= Ze EE ae: 5 i y= Zhe 
18. Dla jakich wartości parametru m nierówność jest prawdziwa dla każdego 

r€ R? 

ma+2 — 312-2=+1 (т-3)=+3 — 
8) ają > Б) Sanm Ge sea A 
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Sposób na zadanie 


Przykład 
< 22-4 2 


Rozwiaz nierówność — < 1, gdzie z Z 3. 


Aby rozwiazaé to > możemy postąpić na różne sposoby. 


I sposób 
Rozpatrujemy dwa przypadki ze względu na znak mianownika. 
1° z — 3 < 0, czyli z € (—oco;3) 2° z — 3 > 0, czyli z € (3;00) 
ЖЕЛ <1/- (x-3) 
Seen zwrot nierówności. Nie zmieniamy zwrotu nierówności. 
22-2> 2-3 22-2<=2-3 
c>-1 2<-1 
Zatem z € (—1;3). Sprzeczność z założeniem. 


Nierówność = < 1 jest spełniona dla x € (—1;3). 
II sposób 
Mnożymy obie strony nierówności przez kwadrat mianownika ułamka. 
— <1/- (z — 3) (1-3)? >0 
(22 — уе 3) < (r 3)? 
(22 — 2)(x — 3) — (x — 3)? < 0 
(x — 3)((2r — 2) — (z — 3)) < 0 +À / 
(z 3)(=+1) <0 = 


Nierówność = < 1 jest spełniona dla z € (—1:3). 


TII sposób 
Postepujemy nastepujaco: 
2х-2 
<1 
2-3 
2:=-2 
= -1<0 
22-2 _ 2-3 
28 8860 
ESA 
Se SH 


Wykorzystujemy fakt, że iloraz i iloczyn mają ten sam znak i rozwiązujemy 
nierówność (x — 3)(z + 1) < 0, tak jak w II sposobie. 


Nierówność = 2 <1 jest spełniona dla z € (—1:3). 


Odpowiedź: x € (—1;3) 


Sposób na zadanie 175 awas 


Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. Punkty P(1,2) i Q(3,4) należą do wykresu funkcji: 


A. Ја) = 22, С. Ла) = 27, 
в. ла) = 80, dokad 
2. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = — = q dla: 
A. p= —3, q =0, С.р= 4, ja, 
B.p=2,q=-1, D.p=1,q=2. 
3. Funkcją rosnącą w każdym z przedziałów (—оо; SE i > —2; oc) jest funkcja: 
A. уа) = = С. fad: => 
B. f(e) = $p D. Ja) = 5 +8. 
4. Liczby —5 i 1 są rozwiązaniami równania: 
А. 8-82 — r—3, С = =:+5, 
р. 25 = 2+5, 


5. Zbiór R \ {1} jest zbiorem wartości funkcji: 
А.у) =, В. Ла) = 1. С. Ја) = 


p т+1 


6. Dla ilu liczb całkowitych prawdziwa jest nierówność 
A. 4 B. 5 С. 6 


7. Na rysunku obok przedstawione są wykresy 
funkcji f(z) = 2(z — 2)2 i g(x 
Zbiorem rozwiązań nierównoś 
jest zbiór: 

A. (3;00), C. (0;2) U (3; оо), 
B. (3;00), D. (—00;2) U (3; оо). 


8. Kajakarz płynie po stojącej wodzie z prędko- 
ścią 10 km/h. Płynąc z prądem rzeki, poko- 
nuje trasę długości 24 km w czasie o godzinę 
krótszym, niż zrobiłby to, gdyby płynął pod prąd. Prąd rzeki ma prędkość: 
A. 1 km/h, В. 1.5 km/h, C. 2 km/h, D. 2,5 km/h. 
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Przed obowiązkową maturą z matematyki E 


E Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji f(x) = KS? Powstał on w wyniku 
przesunięcia hiperboli у = —3. Oblicz wspól- 
czynniki a i b. 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Dana jest funkcja f(x) = 2. Oblicz a, je- 
Śli wzór funkcji f można zapisać w postaci 
ш =ё—% 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Rozwiąż równanie |6x — 3| — |1 — 25| = 10. 


D Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 4 (4 pkt) 
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- 
cji Ла) = Z +b. 
a) Podaj wartość współczynnika b i oblicz 
najmniejszą wartość funkcji f w przedziale 
(3:6). 
b) Wyznacz miej 
9(а 
[р] Zadanie 5 (3 pkt) 
Uzasadnij, że funkcja Hal = 


zerowe funkcji: 


Ха) – Że 


-z š J 
=—— ma tylko jedno miejsce zerowe. 
9т3+6х?+: desen? Ш 


Zadanie 6 (4 pkt) 

Pierwszą połowę trasy pociąg przebył rednią prędkością v, a drugą po- 
łowę — ze średnią prędkością dwa razy mniejszą. Cała trasa ma długość 140 km. 
Wyznacz wzór opisujący zależność między czasem t, w jakim pociąg przebył 
całą trasę, a średnią prędkością v. Oblicz t dla v = 120 km/h. 


Zadanie 7 (4 pkt) 

Ze stacji A do stacji B, oddalonych od siebie o 100 km, wyjechał pociąg. Po 
przejechaniu 20 km zatrzymał się z powodu awarii i stał 10 minut. Aby nad- 
robić opóźnienie, pozostałą część trasy jechał ze średnią prędkością 1,2 raza 
większą niż przed awarią. Oblicz średnią prędkość, z jaką jechał pociąg na 
pierwszym odcinku trasy. 


Przed maturą 177 mumm 


Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-4 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 
Stosunek długości boków prostokąta P, jest równy 6:5. Jeśli każdy bok tego 
prostokąta skrócimy o 25, to otrzymamy prostokąt P», w którym stosunek 
boków jest równy 4:3. Oblicz obwód prostokąta Р. Zakoduj cyfrę dziesiątek, 
jedności i pierwszą cyfrę po przecinku rozwinięcia dziesiętnego otrzymanego 
wyniku. 


Zadanie 2 (2 pkt) 


Liczba тү jest dodatnim pierwiastkiem równania == 


š 5. Zakoduj trzy 
pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego liczby т. 


Zadanie 3 (2 pkt) 
Liczba zo jest miejscem zerowym funkcji /(т) = 51017 — 3. Zakoduj cyfrę 
jedności i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego liczby zo. 


Zadanie 4 (2 pkt) 
Liczba a jest najmniejszą, a liczba b największą liczbą naturalną spełniającą 
nierówność: š 
r“—14z+24 
— 
r+3 m 
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego ilorazu 4. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = z 


równanie f(z) = m ma dwa rozwiazania 


| Dla jakich wartości parametru m 


ych znaków? 


Zadanie 6 (5 pkt) 

EP ñ NPR EW va 3 
Zbiór А jest zbiorem rozwiązań nierówności = > 0, a zbiór В — zbiorem 
rozwiązań nierówności = < 0. Wyznacz zbiór A X B. 


Zadanie 7 (3 pkt) 
Dana jest funkcja homograficzna f(x) = ©, Dla jakich wartości parame- 
tru m funkcja ta jest rosnąca w każdym z przedziałów: (—oc; m) i (т; оо)? 


mr-3 


Zadanie 8 (5 pkt) 
Wykres funkcji g jest symetryczny względem prostej т = —1 do wykresu 


funkcji f(x) = 12, Rozwiąż nierówność f(x) — g(a) > 0. 


Zadanie 9 (4 pkt) 


Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = >##Z— oraz g(z) = dëi, 
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Jedną z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym 


sinus — słowo to po łacinie oznacza 


ale jest fun 


R Kean с, 
zagięcie, zatokę. J amy wartość sinusa kąta a (w s a 
cie sin a) oraz dlugo prostokątnej с trójkąta pro- 
stokątnego, możemy шун długość przyprostokątnej а 
b 


na. 
д kość sięgnie drabina strażacka 
o długości 40 m podniesiona pad kałem 65°, wykonujemy mncżania 40 -zin 655. 
Ponieważ sin 65° zz 0,9, więc wysokość ta jest równa około 36 m. 


(rysunek obok), korzys 


4.1. Trójkąty prostokątne 


Twierdzenie Pitagorasa 


W trójkącie prostokątnym suma kwadratów długo- 
ści przyprostokątnych jest równa kwadratowi długości 
przeciwprostokątnej. 

a+ = b 


Istnieje wiele dowodów tego twierdzenia (patrz str. 213-214), tu korzystamy 
z własności podobieństwa trójkątów. 

Dowód 

Rozpatrzmy trójkąt prostokątny ABC o przyprostokątnych a i b oraz przeciw- 
prostokątnej c. Prowadzimy w nim wysokość CD (rysunek poniżej). Na pod- 
stawie cechy podobieństwa KKK trójkąty: CBD, ACD i ABC są podobne. 
Z podobieństwa trójkątów ABC i CBD otrzymujemy: 


cr 


Z podobieństwa trójkątów ABC i ACD 

otrzymujemy: a 
„1 
c b 
= с А 7 Ç 


Zatem a? + b? = cz + су = e(z +y), ale z + у = с, czyli а? + 02 = с?. 


Ćwiczenie 1 
Oblicz długość przeciwprostokątnej trójkąta prostokątnego o przyprostokąt- 
nych a i b. 


a) a=30,b=40 c) a=2Y2-1,b=2V2+1 e) a=b=2y2 
b) a=y5,b=2 d) a = V5- v3, b = V5+ V3 f) a=3 
Ćwiczenie 2 
Oblicz т. 
a) KS Z b) х fat 

6 š т 3 
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Aby sprawdzić, czy dany trójkąt jest prostokątny, można wykorzystać poniższe 
twierdzenie. 


Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 


Jeżeli suma kwadratów długości dwóch boków trójkąta jest równa kwa- 
dratowi długości trzeciego boku, to trójkąt ten jest prostokątny. 


Dowód 

Rozpatrzmy trójkąt Т o bokach długości a, b, c takich, że а? + b = œ, oraz 
trójkąt prostokątny T, o przyprostokątnych długości a i b. 

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, że przeciwprostokątna c, trójkąta T, spełnia 
warunek cj = а? + b?. Zatem c; = c. 

Oznacza to, że trójkąty Т і Т, są przystające na podstawie cechy przystawania 
BBB. Zatem trójkąt Т jest trójkątem prostokątnym. 


Ćwiczenie 3 
Sprawdź, czy trójkąt o danych bokach jest trójkątem prostokątnym. 


a) 3, 4,5 b) 5,9,11 c) 9, 40, 41 dj, BZ 


Szczególne znaczenie mają dwa trójkąty prostokątne. Jeden z nich to trójkąt 
będący połową kwadratu, czyli trójkąt o kątach 45°, 45°, 90°. 
D c 


| Przekątna kwadratu о boku długości a jest równa a /2. 
a 


Ćwiczenie 4 eg mmm | 
a) Uzasadnij podane wyżej twierdzenie. 

b) Oblicz obwód trójkąta prostokątnego równoramiennego, którego pole jest 
równe 72 cm2. 


Drugi ważny trójkąt prostokątny to trójkąt będący połową trójkąta równo- 
bocznego, czyli trójkąt o kątach 30°, 60°, 90°. 
С 
Wysokość trójkąta równobocznego o boku długości a 
УЗ 


jest równa i & 


° 


Ćwiczenie 5 


a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. A ża D An B 


b) Oblicz obwód trójkąta równobocznego, którego wysokość jest równa 6 cm. 


4.1. Trójkąty prostokątne 


— 


Ćwiczenie 6 
Oblicz obwód trójkąta ABC. 


a) С b c c) © 
Ё А5? b AN 
A B A 6 B A B 
Ćwiczenie 7 


Oblicz obwód trójkąta ABC. 


a) © b) © с) € 
ec? 
D A A (3 © 
A B A B A з B 


Zadania 


1. Oblicz pole równoramiennego trójkąta prostokątnego, którego: 
a) obwód jest równy 6(1 + у), 
b) przeciwprostokątna jest o 1 + V2 dłuższa od przyprostokątnej. 

2. Jeden z kątów ostrych trójkąta prostokątnego jest dwukrotnie większy od 
drugiego kąta. Oblicz pole tego trójkąta, jeśli wiadomo, że różnica długości 
jego przyprostokątnych jest równa 12 — 43. 


3. Oblic: 


4. a) Najdłuższy bok trójkąta równoramiennego ma długość 15 cm, a jeden 
z jego kątów ma miarę 120°. Oblicz obwód tego trójkąta. 


b) Kąty ostre trójkąta mają miary 30° i 45°, a wysokość opuszczona na 
najdłuższy bok jest równa 3 cm. Oblicz obwód tego trójkąta. 


5. W trójkącie prostokątnym jeden z kątów ostrych ma miarę 60°, a dłuższa 
przyprostokątna ma długość 18. Oblicz długości środkowych poprowadzo- 
nych z wierzchołków kątów ostrych tego trójkąta. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Oblicz obwód trójkata ABC. 


a) c b) u> c) с 
А А т+1 B 


a) Oblicz wysokość rombu o kącie ostrym 60° i obwodzie 323 cm. 
b) Oblicz obwód rombu o kącie ostrym 45° i wysokości 10V2 cm. 


Dany jest trójkąt ABC, w którym |AB| = 43 cm, 
|AC| = |BC| = 4 cm. Punkt P jest środkiem odcin- 
ka AB. Oblicz wysokości trójkąta APC. 


Oblicz obwód trójkąta ACD (rysunek obok), jeśli 
wiadomo, że krótsza przekątna trapezu ВСРЕ ma 
długość równą УЛП. 


Oblicz pole trójkąta prostokątnego, którego jeden 

z kątów ostrych jest dwa razy większy od drugiego с 
kąta, a suma długości jego przeciwprostokątnej i dłuż- D | 
szej przyprostokątnej jest równa 2v6 + 6v2. ° 
Oblicz obwód trójkąta ABD (rysunek obok), aż al 
jeśli pole trójkąta BCD jest równe 33. A B 


Wysokość trójkąta ABC opuszczona z wierzchołka C ma długość 4. Oblicz 
obwód tego trójkąta. 


a) © b) с 
Géi 
A 10 B ASB 


a) Dany jest trójkąt prostokątny o przyprostokątnych długości 6 cm i 8 cm. 
Oblicz długości środkowych poprowadzonych z wierzchołków kątów ostrych 
tego trójkąta. 

b) Jeden z kątów ostrych trójkąta prostokątnego ma miarę 60°, a jego 
przeciwprostokątna ma długość 12 cm. Oblicz długości środkowych po- 
prowadzonych z wierzchołków kątów ostrych tego trójkąta. 
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14. a) Obwód trójkąta prostokątnego jest równy 30 cm, a jego najdłuższy bok 
ma długość 13 cm. Oblicz długości pozostałych boków tego trójkąta. 
b) Przeciwprostokątna trójkąta prostokątnego ma długość 2 ст. Długość 
jednej z przyprostokątnych jest średnią arytmetyczną długości przeciwpro- 
stokątnej i drugiej przyprostokątnej. Oblicz obwód tego trójkąta. 


15. Obwód rombu jest równy 4V41 сш, a jedna z jego przekątnych jest o 2 cm 
dłuższa od drugiej. Oblicz długości tych przekątnych. 


*16. Przyprostokątne trójkąta prostokątne- 
go mają długości 8 em i 15 cm. Boki 
trójkąta są średnicami półokręgów, 
które wyznaczają księżyce Hipokra- 
tesa (rysunek obok). Oblicz sumę pól 
tych księżyców i porównaj ją z polem 
trójkąta. 


ce Hipokratesa (Hipokrates z Chios, 
grecki matematyk z V wieku p.n.e.) 


*17. a) Z kwadratu o boku 1 odcięto na rogach trójkąty tak, że otrzymano 
ośmiokąt foremny. Oblicz obwód tego ośmiokąta. 


b) Z kwadratu odcięto na rogach trójkąty tak, że otrzymano ośmiokąt 
foremny o boku 1. Oblicz obwód tego kwadratu. 


Czy wiesz, że... 

Liczby naturalne a, b, c wyrażające długości boków trójkąta prostokątnego 

nazywamy trójkami pitagorejskimi. Są nimi na przykład: 

3,4,5, bo 37+47=52, również 6, 8, 10 czy 9, 12, 15 

5. 12, 13, Бо 5° +122 = 132, również 10, 24, 26 

7, 24, 25, bo 7? + 242 = 25°, również 14, 48, 50 

Wszystkie trójki pitagorejskie możemy otrzymać, korzystając ze wzorów: 
а= 12 — у, b=2ry, с= 1? +1, gdzie z > y oraz x,y € Му 

lub biorąc wielokrotności otrzymanych liczb. 


[р] 18. Wykaż, że jeśli a,b,c są określone powyższymi wzorami, to a? + b? = œ. 


Korzystając z tych wzorów, znajdź trójki pitagorejskie dla: 


c)r=6,y=l, 4) 2=3, у=2 


а) 2=4, у= 
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4.2. Funkcje trygonometryczne kąta ostrego 


Stosunki długości boków trójkąta prostokątnego są tak powszechnie stoso- 
wane, że otrzymały własne nazwy. 


Definicja 


Stosunek dlug przyprostokątnej leżącej naprzeciwko 3 
kąta do długości przeciwprostokątnej nazywamy c 
sinusem tego kąta. H 
sin a = 4 
sina = Š 4 3 a 


Stosunek długości przyprostokątnej leżącej przy kącie do długości przeciw- 
prostokątnej nazywamy cosinusem tego kąta. 


cos a =- 
с 


Stosunek długości przyprostokątnej leżącej naprzeciwko kąta do długości 
przyprostokątnej leżącej przy tym kącie nazywamy tangensem tego kąta. 
a 


а= 


Stosunek długości przyprostokątnej leżącej przy kącie do długości przypro- 
stokątnej leżącej naprzeciwko tego kąta nazywamy cotangensem tego kąta. 
ctga = 2 


Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kąta ostrego a. 


Zwróć uwagę, że stosunki te nie zależą od В» 
wielkości rozpatrywanego trójkąta, a jec By 
od kąta a. Z podobieństwa trójkątów: АВ,С,, 
ABC, wynikają równo: 

sina = 18161 — 182641 Pra 

sina = = Cl CG 

Ap  |ABa]| А a © 
Ćwiczenie 1 
Uzasadnij, że dla dowolnego kąta ostrego a zachodzą nierówności: 
sina < 1 i cosa <1 

Przykład 1 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 45°. % 1 
Р 5 > 
sin45° = + tg 45 
00845" = 4 = ctgd5=1=1 E? а 


4.2. Funkcje trygonometryczne kąta ostrego 185 mmm 


Przykład 2 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 30°. 


AWS: ME! PE ZEE 

8130 = 2 = 5 tg30 SSES 1 1 
ei 5 

сов30 = —У$ авз Ф у ZZA) a 
1 2 і Fa: 


Ćwiczenie 2 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 60°. 


Przykład 3 
Na rysunku przedstawiono trójkąt prostokątny o bokach 3, 4, 5. 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a. 


5 


sina = š = 0.6 tga = 3 = 0,75 
cosa = 1 = 0,8 ctga = š = LO - 
Ćwiczenie 3 


Oblicz wartości funkcji trygonometryczi 
nego o bokach a, b, c. 
a)a=5,b=12,c=13 b)a=8,b=15,c=17 cja=1l,b=2yżc=3 


ych kątów ostrych trójkąta prostokąt- 


Dla kątów ostrych a i 8 z nierówności a < 8 C; 
wynika nierówność sin a < sin 3. Aby to uzasad- 
nić, rozpatrzmy trójkąty O B,O, i ОВС» (rysu- 
nek obok). Punkty С, i C; leżą na łuku okręgu 
o środku w punkcie O i promieniu 1. CH 
Zauważ ina = |B;C||, sin = [ВС oraz 

|B,C,| < |B>C>|, zatem sina < sin 8. 


o Bı Ву 


[р] Ćwiczenie 4 


Uzasadnij, że jeśli a < 8 < 907, to cosa > cos 0. 


Zadania 


1. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych trójkąta pro- 
stokątnego o bokach długości: 


а) 6,8, 10, с) 1.4, VTT, e) v5, 2\/5, 5, 
b) 7, 24, 25, d) 1. 4, VI5, f) v2, v6, 2. 
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2. Przerysuj tabelę do zeszytu 


i ją uzupełnij Czy wiesz, 2 
À Skrót sin pochodzi od łacińskiego słowa 
a | 30° | 45° | 60° sinus — zagięcie, zatoka; 


cos to skrót od complementi sinus, czyli 


i 1 2 E роя 
sna 2 Z d sinus dopełnienia; 
сове 7 2 2 tg — skrót słowa tangens oznaczającego 
wa VA 1 VA ауе. 


3. Przekątna prostokąta o bokach długości 1 i 2 dzieli go па dwa trójkąty. 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych tych trójkątów. 


4. Dla trójkąta przedstawionego na rysunku obok oblicz: 


a) długości przyprostokątnych, 


b) wartości 
oraz sin 3, cos 3, tg 5, ctg 8. 


па, cosa, tg a, ctg a 


2+14 


5. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych trójkąta prosto- 
kątnego, którego jedna przyprostokątna jest trzy razy dłuższa od drugiej 
przyprostokątnej. 


6. Dany jest równoległobok (niebędący prostokątem) o bokach długości 9 i 10. 
Jedna z przekątnych dzieli ten równoległobok na dwa trójkąty prostokątne. 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych tych trójkątów. 


7. Podstawy trapezu równoramiennego mają długoś 
równa 5. Oblicz wartości funkcji trygonometryc: 


i 6 i 10, a wysokość jest 
znych kąta zawartego mię- 
dzy dłuższą podstawą trapezu a jego: a) przekątną, b) ramieniem. 


8. Dane są okrąg o środku O i promieniu 1 oraz A 
trójkąt prostokątny AOC (rysunek obok). Wskaż 


Ge 

odcinek, którego długość jest równa: ch, 

а) sina, b)cosa, с) іва, d) ctga. 

) ) ) tg ) ctg ё „е ZEN 

[р] 9. Uzasadnij, że na rysunku obok: у 
а) ul =, WO d 


sina” 


Rozpatruje się również funkcje trygonometryczne kąta ostrego 

w trójkącie prostokątnym: 

a cosecans kąta a: coseca = 2 — |. 

= secans kąta a: seca = р = С®\ га 
b 
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4.3. Trygonometria — zastosowania 


Funkcje trygonometryczne wykorzystuje się w wielu sytuacjach praktycznych. 
Ich przybliżone wartości odczytamy z tablic wartości funkcji trygonometrycz- 
nych na str. 384. Możemy też skorzystać z odpowiedniego kalkulatora. 


Przykład 1 
Wierzchołek latarni morskiej znajduje się 25 m nad poziomem morza i widać 
go z jachtu pod kątem a = 5°. Jaka jest odległość jachtu od podnóża skarpy, 
na której stoi latarni 


me 


d 


Do wyznaczenia szukanej wartości d wykorz 
bliżoną wartość tg 5° z 0,0875. 


stamy odczytaną z tablic przy- 


ща = 25, czyli d= 25м 25 


d iga D 00875 © 286 [m] 


Ćwiczenie 1 

Oblicz wysokość budynku, którego cień ma długość 
w momencie, gdy promienie słoneczne tworzą z powierz 
nią ziemi kąt a. 

5 m, a = 58 b) z = 12 m, а = 39° 


h- 


a) z 


Przykład 2 

Obserwator widzi czubek drzewa odległego 
od=65 m pod kątem a = 29° (oc; 
na wysokości 1,5 m nad zi 
jest drzewo? 


029 = с; 


Z tablic odczytujemy: tg 29° = 0,5543, czyli z © 65 - 0,5543 = 36 [m]. 
Wysokość drzewa jest więc równa około 36 + 1.5 = 37,5 [m]. 


Ćwiczenie 2 

Przyjmij jak w przykładzie 2., że obserwator ma oczy na wysokości 150 cm 
nad ziemią, i oblicz wysokość drzewa, jeśli: 

а) а= 40°, d = 22 m, b) а= 14°, d = 100 m. 


mmm 186 4. Trygonometria 


Znajomość wartości funkcji trygonometrycznych może posłużyć do znajdowa- 
nia miar kątów ostrych trójkąta prostokątnego. 


Przykład 3 
Drabinę długości 5 m oparto o ścianę budynku tak, że dotyka 5 m/ |48 m 
jej na wysokości 4,8 m. Jaki kąt tworzy drabina z ziemią? 


sina = # = 0,96. Z tabeli odczytujemy: а 74. 
Ćwiczenie 3 

Jaki kąt tworzy z ziemią drabina o długo 
a) 6,5 m. 


b) 4,5 m, j 
budynku? 


jeśli oparta o ścianę budynku sięga na wysokość 5,5 m, 


jej koniec opierający się o ziemię jest odległy o 1 m od ściany 


Zadania 


1. Naciągnięty sznurek długości 20 m, na którego końcu zamocowany jest 
latawiec, tworzy z poziomem kąt 70°. Jak wysoko nad ziemią znajduje się 
latawiec? 


2. O ile wyżej sięgnie sześciometrowa drabina ustawiona pod kątem 73° do 
poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod kątem 53°? 


3. Aby obliczyć wysokość drzewa, uczeń ustawił się tak, że koniec jego cienia 
pokrywał się z końcem cienia drzewa. Wiadomo, 
że uczeń ma 180 cm wzrostu, |BC| = 18 m, 
a promienie słoneczne padają pod 
kątem 31° do powierzchni 
ziemi. Jaka jest wysokość 
drzewa? A B © 


4. Drabina wozu strażackiego może być rozsunięta na długość 20 m i podnie- 
siona pod kątem 72°. Na jaką wysokość sięgnie drabina, jeśli jest zamoco- 
wana 2,4 m nad ziemią? 


5. a) Jaki kąt z powierzchnią ziemi tworzą promienie słoneczne, jeśli drzewo 
o wysokości 20 m rzuca cień długości 17 m? 
b) Drabinę oparto o ścianę tak, że dotyka jej na wysokości 3,6 m i tworzy 
z ziemią kąt 54°. Jaki kąt będzie tworzyła z ziemią ta drabina, jeśli zostanie 
oparta o ścianę na wysokości 4 m? 
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6. Oblicz wysokość drzewa. 
a) a= 15°, B = 25°, b) a = 10°, 8 = 28°, 
|AB|=20 m |AB| =40 m 


A B A 
7. Pilot lecący samolotem na wysokości 50 m widzi рос 
pod kątem a = 30°, a jego koniec pod kątem 8 = 
wzdłuż pasa startowego. Jaka jest długość tego pasa? 


atek pasa startowego 
. Samolot nadlatuje 


A B 
8. Samolot zbliżający się do lotniska leci na wysokości 2400 m. Do lądowania 
musi schodzić pod kątem 4. Jak daleko od początku pasa startowego 
powinien rozpocząć ten manewr? 


9. Startujący samolot wznosi się pod kątem 15° z prędkością 80 m/s. Jaką 
wysokość osiągnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania się od 
ziemi? 

10. Dwaj obserwatorzy stojący w punk- ` 
tach A i B (rysunek obok) w odle- 
głości 400 m od siebie widzą nadla- 
tujący wzdłuż kierunku AB samolot A B 
pod kątami a = 20° i 8 = 8°. Na jakiej wysokości leci samolot? 

11. a) Wierzchołek komina widać z punktu A pod kątem 26°, a z punktu B 
pod kątem 40°. Podstawa komina oraz punkty A i B leżą na jednej prostej. 
Komin ma wysokość 20 m. Jaka jest odległość między punktami A i B 
(pomiń grubość komina)? Rozpatrz dwa przypadki. 

b) Wierzchołek komina jest widoczny z powierzchni ziemi pod kątem 42°, 
a po przejściu 50 m w kierunku komina - pod kątem 61°. Oblicz wysokość 
komina. 


[р) 12. Obserwator stojący na szczycie latarni morskiej na wysokości a metrów 
nad poziomem morza zobaczył pod kątem a do poziomu łódź płynącą 
w kierunku latarni. Po pewnym czasie znów spojrzał w tym kierunku i zo- 
baczył tę samą łódź pod kątem 5 wciąż płynącą w kierunku latarni. Wy- 
każ, że odległość, jaką łódź przepłynęła między kolejnymi obserwacjami, 
była równa a(ctg a — ctg 5). 
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4.4. Rozwiązywanie trójkątów 
prostokątnych 
Rozwiązaniem trójkąta nazywamy wyznaczenie długości jego trzech boków 


i wyznaczenie miar jego trzech kątów. 
Aby rozwiązać trójkąt prostokątny, wystarczy znać: 


= długości dowolnych dwóch lub = długość dowolnego boku i miarę 
boków u jednego z kątów ostrych. 
Przykład 1 


Rozwiąż trójkąt prostokątny, mając dane długości jego przyprostokątnych: 
4 em i 10 cm. 


Długość przeciwprostokątnej obliczamy z twierdzenia Pitagorasa. A 
c=v107 +4 = V116 = 2V29 [cm] 


&8 = $ = 0,4. Z tablic (str. 384) odczytujemy: 
8 = 22 i stąd a = 90° — 8 = 68°. 


B 10 em c 


Przykład 2 

Rozwiąż trójkąt prostokątny, którego przyprostokątna 
leżąca naprzeciwko kąta 50° ma długość 8 cm. 

a = 90° — 50° = 40 

sin 50° ~ 0,766, stąd c = 10,44 cm. 

= tg50° ~ 1,1918, stąd a = 6,71 cm. 


zs sle 


Ćwiczenie 1 


Rozwiąż trójkąt prostokątny, o którym wiadomo, że: 


a) dwa jego dłuższe boki mają długości 9 cm i 10 cm, 
b) długości przyprostokątnych są równe 5 cm i 13 cm, 
с) przeciwprostokątna ma długość 15 cm. a jeden z kątów ma miarę 37°, 


d) długość przyprostokątnej leżącej naprzeciwko kąta 54 jest równa 8 cm. 


Jeśli potrzebna jest większa dokładność, to miarę kąta możemy podawać 
w stopniach i minutach, a nawet w sekundach. 


" RAR i 1° = 607 
1 minuta (oznaczana 1') jest równa Z; stopnia. Y р 
”) jest równa 2. minuty. 
1 sekunda (oznaczana 1”) jest równa zę minuty. 1° = 3600" 


Na przykład 24,5° = 2430. 
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Przykład 3 
Wyraź w minutach i sekundach — kąta 45°. 


45° _ 45 a опа ой ой 
1000—1000 3600” = 162" = 120” + 42" = 2/42 


Ćwiczenie 2 
Wyraź w stopniach, minutach i sekundach e kąta: 
a) 360°, b) 4, c) 15°, а) 12°, е) 42°. 


Przykład 4 с 
Dany jest trójkąt prostokątny ABC (rysunek obok). Od- 
cinek AD jest zawarty w dwusiecznej kąta BAC. Oblicz 


miary kątów trójkąta ADC, jeśli |AB| = 8, |BC| = 6. 


Zatem: 4 CAD x 5 + 37" = 18*30' 


tg 4BAC = $ = 0,75, czyli 4 BAC = 37° 


4ACD = 90° — 37° = 52 
ФАРС ғ 180° — 18*30' — 53° = 108730" 


E) Ćwiczenie 3 

W trójkącie prostokątnym АВС o kącie prostym przy wierzchołku A kąt ВСА 
ma miarę 55°, a |C B| = 10. Oblicz długość odcinka CD oraz miary kątów trój- 
kąta BCD, jeśli punkt D należy do boku AB oraz odcinek CD jest: 

a) zawarty w dwusiecznej kąta BCA, b) środkową trójkąta ABC. 


— 


Zadania 


1. 


W trapezić prostokątnym АВС (rysunek obok) kąt 2. б 


ADB ma miarę 43°46'25”, a kąt ABC - miarę 734210”. Р 

a) Wyznacz miary kątów trójkąta BCD. 

b) Wyznacz miary kątów trójkąta ABP, jeśli punkt P 

leży na dwusiecznej kąta ABC. A B 


Rozwiąż trójkąt prostokątny o podanych długościach przyprostokątnych. 
a) 4 cm, 6 cm b) 1 em, 7 cm с) 8 em, 10 cm 


Dany jest trójkąt prostokątny ABC o kącie prostym przy wierzchołku С. 
Rozwiąż ten trójkąt, jeśli wiadomo, że: 
a) 4CAB = 34, |CB| = 6. b) 4CBA = 66°. |AB| = 10. 


Oblicz obwód i pole trójkąta równoramiennego o ramieniu długości 4 i ką- 
cie przy podstawie 37°. 
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10. 


11. 


12. 


a) Trapez równoramienny ma podstawy długości 6 dm i 10 dm, a jego 
obwód jest równy 32 dm. Oblicz miary kątów tego trapezu. 

b) Trapez równoramienny ma podstawy długości 4 cm i 8 cm oraz wyso- 
kość 8 сш. Oblicz miarę kąta, jaki przekątna trapezu tworzy z jego pod- 
stawą. 

с) W trapezie równoramiennym przekątna o długości 13 cm tworzy z ra- 
mieniem kąt prosty. Oblicz miary kątów trapezu, jeśli jego wysokość jest 


równa 5 cm. 
D 15 c 


Oblicz długości boków ABi AD trapeza prosto | 
kątnego ABCD oraz miarę kąta DCA (rysunek AN 
obok). > E 


a) Przekątne deltoidu mają długości 20 cm i 30 cm. Punkt przecięcia prze- 
kątnych dzieli dłuższą z nich w stosunku 2: 1. Oblicz miary kątów deltoidu. 


b) Obwód równoległoboku jest równy 90, a wysokość opuszczona na bok 
długości 30 jest równa 10. Oblicz miary kątów tego równoległoboku. 


Wyznacz kąty rombu, jeśli wysokość poprowadzona c 
do jego boku podzielila go w stosunku 1:3. 


W trójkącie równobocznym ABC o boku długości 12 
na boku СВ obrano taki punkt D, że 3|DB| = |CD| 
(rysunek obok). Oblicz długość odcinka ED. Rozwiąż 
trójkąt ABD. 


Środkowe poprowadzone z wierzchołków A i B trój- 
kąta prostokątnego równoramiennego ABC о ramie- 
niu długości 6 cm przecinają się w punkcie P (rysu- 
nek obok). Rozwiąż trójkąt ABP. 


Dany jest prostopadłościan o krawędziach podstawy 
długości 1 i 3 oraz wysokości 2 (rysunek obok). Ob- 
licz miarę kąta zawartego między przekątną podstawy 
a przekątną prostopadłościanu. 


Dany jest sześcian o krawędzi a (rysunek obok). Wy- 
znacz obwód i miary kątów ostrych trójkąta: 
a) BDD', 


b) DD'O, gdzie O jest środkiem odcinka BD. JEST" e 


4.4. Rozwiązywanie trójkątów prostokątnych 


4.5. Związki między funkcjami 
trygonometrycznymi 


Tożsamością trygonometryczną nazywamy równość prawdziwą dla ws 


wartości kąta, dla których jest określona. 


Podstawowe tożsamości trygonometryczne 


Dla dowolnego kąta ostrego a prawdziwe są poniższe zależności. 


1. sin” a + созо = 1 


2. tga= 


cosa 


Uwaga. Zapis sin? а oznacza (sina)?, analogicznie cos? a = (сова)?. 


Tożsamość 


Dowód jedynki trygonometrycznej 


in? a + cos? a = 1 nazywamy jedynką trygonometryczną. B 


Z 


Przy oznaczeniach takich, jak na rysunku obok: 


е ° b 
sina = i cosa = = 


sin? a + co: 


Zauważ, że w przedstawionym dowodzie korzy 


[р] Ćwiczenie 1 


Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


na 
cosa 


a) tga= 


b) ctga = 


cosa 
sina 


A b [24 


stamy z twierdzenia Pitagorasa. 


SS 
Ke 


Jeżeli dana jest wartość jednej funkcji trygonometrycznej, to — korzystając 


z tożsamości podanych w ramce 


funkcji trygonometrycznych. 


Przykład 1 


można wyznaczyć wartości pozostałych 


Oblicz cosa, jeśli sina = Š oraz a jest kątem ostrym. 


Wartość cosa, obliczymy, korzy 
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tając z jedynki trygonometrycznej: 


(f+ cos? a = 1 


cos? a = 


cosa = 


16 


s 


as SI 


Wartości funkcji trygonometrycznych 
kąta ostrego są dodatnie. 


Przykład 2 
Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli 
cosa = į. 
Wartość sin a obliczymy, korzystając z jedynki trygonometrycznej: 
sin? a + (1)? =1 


sin? a = Š 
2 
sina 2У2 Wartości funkcji trygonometrycznych 


3 kąta ostrego są dodatnie. 
Obliczamy wartości tga i ctga: 


о = Жа — E 


Os 


E = Ш M 
Ба den ege? 


Ćwiczenie 2 
Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli: 


12 1 


3 за = 1. si =+ 
SE c) cosa = d) sina = 75. 


a) sina = 0,8, b) cosa = 2; 


Aby obliczyć wartości funkcji trygonometrycznych, możemy wykorzystać od- 
powiedni trójkąt prostokątny. 


Przykład 3 
Oblicz: sin a, cosa, ctga, jeśli tga = Z oraz a jest kątem ostrym. 
Rysujemy trójkąt prostokątny o przyprostokątnych B 
а = 7 i b = 24. Długość przeciwprostokątnej x. 
obliczamy, korzystajac z twierdzenia a 
Pitagorasa: 

c=VPFMP=25 A D С 
Zatem: 


¿ 24 24 
sina= zg, сова = гс, ctga=— 


25 25 


Ćwiczenie 3 
Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, j 


c) tga= z, d) ctga = v32. 


a) tga =2, b) tga = 


Ćwiczenie 4 
Narysuj odpowiedni trójkąt prostokątny i oblicz wartości pozostałych funkcji 
trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli: 


У? 


a) sina = 2, Ы) па = 32, d renz, — d) cosa = Š. 
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Rozważmy trójkąt prostokątny ABC (rysunek obok). 
W tym trójkącie 8 = 90° — a. Zauważmy, że: 


2 A e b 
sin 8 = sin(90° — a) = = 
em SS b Л 
i jednocześnie соѕа = z; zatem sin(90* — a) = cosa. 


Twierdzenie 


Dla dowolnego kąta ostrego a zachodzą równości: 


1. sin(90° — a) = cosa 3. tg(90° — a) = ctga 
2. соѕ(90° — а) =sina 4. ctg(90” — а) = tga 
[р] Ćwiczenie 5 


Uzasadnij podane wyżej tożsamości trygonometryczne: 2., 3. i 4. Oblicz war- 
tości funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli wiadomo, że: 


a) sin(90° — a) = b) со5(90° — а) = £, с) ctg(90° — a) = 


gle 


Zadania 


1. Oblicz wartość 


jeśli wiadomo, 


i pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, 


Il 
о u 
> 


a) соѕа = 0,8, с) sina 3 e) cosa = хв, g) tga = 22, 


b) сва = 5, d) sina 


f) tga h) ctga = 1. 


2 


2. a) Oblicz sinus kąta ostrego а, jeśli wiadomo, że jest on trzy razy większy 
od cosinusa tego kąta. 
b) Oblicz cosinus kąta ostrego a, jeśli wiadomo, że jest on dwa razy większy 
od sinusa tego kąta. 


3. Czy istnieje kąt ostry a spełniający podane zależności? 
а) sna = 22 i cosa = 1 с) tga = і i sina = 40 
b) tga= 2⁄8 i cosa = 1 d) tga = V5 -2 i ctga = /5+2 


4. Oblicz długości przyprostokątnych trójkąta prostokątnego, jeśli wiadomo, 
że a jest jednym z kątów ostrych tego trójkąta oraz: 


a) tga = 1, a długość przeciwprostokątnej równa jest 10 cm, 
b) tga = 3, a długość przeciwprostokątnej równa jest 39 cm. 
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5. Czy istnieje kąt ostry a spełniający podane zależności? 
а) sina = i sin(90*—a)=31 с) cosa = £ i cos(90°— 


b) sina = 2 i sin(90 — a) = š d)tga=v2 i tg(90°—a 


6. Kąt a jest kątem ostrym oraz tg a = 2⁄2, Oblicz wartość wyrażenia. 


WODE 2 sind a — Żsinż 
a) Sina- scoa b) 58а 2sin? a + 1 


sin” a s 
7. Kąt a jest kątem ostrym oraz cosa = m. Wyznacz wartość wyrażenia. 
a) (1-sina)(1 + sina) с) (sina + cosa)? 
b) (sina — cosa)(sina + cosa) d) cosatga + sinactga 


[р] 8. Uzasadnij tożsamość podaną w ramce obok. Ko- 
rzystając z niej, oblicz wartości pozostałych funk- 
cji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli: 


l+tg2a = 


cos? a 


c) tga = v5. 


[р] 9. Uzasadnij tożsamość podaną w ramce obok. Ko- 
rzystając z niej, oblicz wartości pozostałych funk- 


cji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli: 


p p! 
1+ сір: A= r 


a) ctga = +, b) ctga = 3, с) ctga = 20. 


10. Kąt a jest kątem ostrym i sina + cosa = 1,4. Oblicz wartość wyrażenia. 


a) sina -cosa b) sina — cosa с) sin? a — cos’ a 


[р] 11. Wykaż, że dla kąta ostrego a podana równość jest tożsamością. 


а) (1 +cosa)(1 — cosa) =sin?a Я) costa — sinta = cos? a — sin? a 


b) (1 +sina)(1 – sina) = со а е) cos! a+sinf a = 1 —2sin? a cos? a 
1- 2cos? a 
d 


` = sina — cosa 
sin a + cos a 


Czy wiesz, że. 

Do oznaczania kątów zwykle używamy liter alfabetu greckiego. 

A a alfa Н eta N v ni T r tau 
B g beta Ө 0 teta £ € ksi T v ypsilon 
Г y gamma 11 jota O o omikron Bó fi 

Aó delta К к kappa Пт рі X x chi 

E £ epsilon А A lambda P p ro Vy psi 

Z Ç dzeta Mu mi У o sigma N w omega 
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Trygonometria i astronomia 


Odległości dzielące nas ich gwiazd można obliczyć 

na podstawie obserwacji zmiany ich położenia na tle odległych gwiazd. ЕЕ 
Astronomowie w tym celu wy ają kąt, zwany kątem paralaksy. 3 

Ma on miarę rzędu setnych ci sekundy. $ EEST 


od stosunkowo bli: 


odległe gwiazdy 


gwiazda widziana ¿— gwiazda widziana 
zZiemiw grudniu \ 27 zZiemiw czerwcu 


położenie gwiazdy wyznaczone 
na podstawie obserwacji wykonanych 


w czerwcu i grudniu 
kąt paralaksy 


położenie Ziemi położenie Ziemi 
w czerwcu w grudniu n >. 


Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzystaé obserwacje wykonane w czerwcu 

i grudniu, gdy Ziemia znajduje się w dwóch przeciwległych położeniach na swojej orbicie 
wokół Słońca (patrz rysunek). Oznaczmy przez r średnią odległość Ziemi od Słońca, równą 
w przybliżeniu 150 mln km (wielkość ta została nazwana jednostką astronomiczną). 
Odległość x obliczamy, korzystając ze wzoru tg а =£, gdzie a — kąt paralaksy. 


Hf Oblicz odległość od Słońca najbliższej nam gwiazdy spoza Układu m ÄR 
Słonecznego — Proximy Centauri, dla której kąt paralaksy а = 0,77". = m 


Przyjmij tg 0.77” = 0,00000373 


4.6. Funkcje trygonometryczne 
kąta wypukłego 


W tej i kolejnych lekcjach będziemy rozpatrywać kąty umieszczone w ukła- 
dzie współrzędnych w ten sposób, że początek układu jest wierzchołkiem kąta, 
a jedno z ramion kąta, zwane jego ramieniem początkowym, zawiera się w do- 
datniej półosi OX. Drugie ramię będziemy nazywać ramieniem końcowym. 
Kąt odłożony jest od ramienia początkowego do końcowego w kierunku prze- 
ciwnym do ruchu wskazówek zegara. 


Figurę nazwamy wypukłą, gdy odcinek łączący dowolne dwa punkty należące 
do tej figury jest w niej zawarty. W tym rozdziale rozpatrujemy kąty wy- 
pukłe, których miary należą do przedziału (0°; 180°). P tny że kąt 
nazywamy rozwartym, gdy jego miara daa do przedziału (90°; 180°) 


y 
60° 120° т 
О x O 


Ćwiczenie 1 
Jaka jest miara kąta, do którego ramienia końcowego należy punkt P? Podaj 
współrzędne innego punktu należącego do ramienia końcowego tego kąta. 


a) D b) DIE c) У 
P(2.2) POZ) Een 
SS = "4 2 EI 
0 x o X o x 
Przyktad 1 


Dany jest trójkąt POA, gdzie P(3,2) i A(3,0). Oblicz długość odcinka OP 

i wartości funkcji trygonometrycznych kąta POA. 

Rysujemy trójkąt prostokątny POA (rysunek obok). 

Oznaczmy miarę kąta POA przez a. 

Ponieważ |O A| = 3, |AP| = 2, z twierdzenia Pitago- 

rasa otrzymujemy: 
on = 


y 


Zatem sina = 


Ćwiczenie 2 
Oblicz długość odcinka OP i wartości funkcji trygonometr 


a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8). A(6,0) c) P(V3,1), A(vV3,0) 


4.6. Funkcje trygonometryczne kąta wypukłego 


Niech P(x,y) będzie dowolnym punktem, różnym od początku układu współ 
rzędnych, leżącym na ramieniu końcowym kąta ostrego a. Wtedy: 


i u D 

sina ==, а= = 

r $ = 

т z 

cos a = = = 
г 


gdzie r = |ОР| = / + 


Podane wyżej wzory służą również do zdefiniowania funkcji trygonometrycz- 
nych dowolnego kąta a € (0°; 180°). 


ctga = 


Niech P(x,y) będzie dowolnym punktem, różnym od początku układu 
współrzędnych, leżącym na ramieniu końcowym kąta a € (0°; 180°). Wtedy: 
sin a = = cos a = = gdzie r = ут ty”, 
tga ER (x £ 0, czyli a Z 90°), 

ctga = 5 (y # 0, czyli a # 0° i a Z 180°). 


Przykład 2 y 
Do ramienia końcowego kąta a należy punkt P(—3, 4). P 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych tego kąta. 


= = Siwas t 
tga= 2 = -į ctge= $£ = —4 
4 
š. 


r = A + 8 = ү25 = 5, zatem sina = $ 


Ćwiczenie 3 
Do ramienia końcowego kąta a należą punkty P i Q. Przedstaw ten kąt na ry- 
sunku i oblicz wartości jego funkcji trygonometrycznych, korzystając ze współ- 
rzędnych wybranego punktu. 

a) P(—4,3), Q(—8.6) b) P( 


Dla a € (0*;90*) zachodzą nierówności: 

sina > 0, cosa > 0, tga>0, ctga > 0 
Dla a € (90°; 180*) zachodzą nierówności: 

sina > 0, cosa < 0, tga <0, ctga < 0 


Ćwiczenie 4 

Wybierz dowolny punkt na ramieniu końcowym kąta a i oblicz wartości tych 
funkcji trygonometrycznych kąta a, które są dla niego określone. 

a) a= 0° b) a = 90° с) e = 180° 
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Rozpatrzmy punkt P(x,y) należący do ramienia końcowego kąta a oraz punkt 
Р\(—т,у) należący do ramienia końcowego kąta 180° — a (rysunek poniżej). 
Zauważmy, że |OP,| = |OP| = r, zatem: 


sin(180° — a) = pi =sina 


соѕ(180° — a) = — cosa 
tg(180° — a) = 

ctg(180° — a) = = = -ctga 
Przykład 3 


„ji trygonometrycznych kątów a i 180° — a, jeżeli punkt 
P(4,3) należy do ramienia końcowego kąta a, a punkt P,(—4,3) — do ramienia 
końcowego kąta 180° — a. 


|OP,| = |OP| = 5. zatem: 


sina =Ë, 11(180° — a) = 


сова = 4, cos(180' — a) = —£ 


tga=ł,  tg(180—a) A 


ctga=3, ctg(180° — a) =-$ 


Ćwiczenie 5 

Nar; w układzie współrzędnych kąt a, do którego ramienia końcowego 
należy punkt P(4,2), oraz kąt 180° — a. Oblicz wartości funkcji trygonome- 
trycznych kątów a i 180° — a. 


Dla a € (0°;180°) zachodzą wzory: 
sin(180° — a) = sina tg(180” — a) = — tga, gdzie a # 90° 
сов(180° — a) = —cosa ctg(180°—a) = — ctga, gdzie a Z 0° i a Z 180° 


Przykład 4 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta 120°. 


sin 120° = sin(180* — 60°) = sin 60° = © 
cos 120° = сов(180° — 60°) = — cos60* = —3 
tg 120” = tg(180° — 60°) = — tg60* = -V3 

ctg 120° = ctg(180? — 60°) = — ctg60* = 
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Ćwiczenie 6 
Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta: a) a = 135°, b) a = 150°. 


Dla a € (0°;180°) prawdziwe są zależności: 


sin? a + cos? a = 1 ctga = сз gdzie a Z 0°, 180° 
sina _ К = с. © 90°. 180° 
сва = 480 gdzie a Z 90° ctga = wa gdzie a Z 0°, 90°, 180' 


[р] Ćwiczenie 7 


Uzasadnij podane wyżej twierdzenie. 


Przykład 5 
Oblicz cosa, jeśli а € (90%; 1807) i sina = 


JE Korzystamy z jedynki 
(3) +cos$a=1 trygonometrycznej. 


5, stąd cosa = /E lub cos 


Dla a € (90°: 180°) cosinus jest ujemny, więc ostatecznie cosa = YE, 


Ćwiczenie 8 
Oblicz cos? a i cosa, jeśli a € (90°; 180°) oraz: 


a) sina = 2, b) sina = 3, 

Ćwiczenie 9 

Oblicz sin? a i віп о, jeśli a € (90°; 1807) oraz: 

a) cosa = —i, b) cosa = —1, с) сова = — SB, 
Zadania 

1. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych Y: 


podanego kata (rysunek obok). 
a) 4 AOP b) 3400 c) 4 AOR 


we 


+ 


2. Punkt P nalezy do ramienia koñcowego ka- 
ta a, a punkt Q — do ramienia końcowego 
kąta 8. Oblicz sin a — sin 8. 

a) P(-2,4), Q(4.2) b) P(-9.3), Q(2.6) 


3. Punkt P należy do ramienia końcowego kąta a, a punkt Q — do ramienia 
końcowego kąta 3. Oblicz cosa + cos 8. 


a) P(3,1), О(—1,1 b) P(-2.4), Q(-4.2) el P(-2,v2), (2,1) 
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4. Oblicz. 
a) sin 120° + sin 60° b) sin 135° - sin 150° с) 4cos 150° — 3 tg 135° 


5. Oblicz. 
) sin120°— cos 150° j tester y = 135° + cos 150° 
3tg 150° cos 120° sin 120°+sin 135° 
b) £ 1207— cos 30° ) = 135° + cos45 ) 48 120° — cos 30° 
sin 1207 sin 45° - cos 135° сов 150" + cos 60” 


s 


Przeczytaj podany w ramce przykład. 
Korzystając z tablic wartości funkcji trygonometrycznych (str. 384), 
oblicz przybliżone wartości sin 125° i cos 168°. 
sin 125° = sin(180* — 55°) = sin 55° = 0,8192 
cos 168° = cos(1807 — 12°) = — cos 12° ~ —0,9781 


Korzystając z tablic wartości funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli- 
żoną wartość: 
а) віп 105°, b) ѕіп 165°, с) соѕ130°, 4) соѕ175°, е) tg142, f) tg 163°. 


7. Oblicz: sin” a, sina i tga, jeśli a jest kątem rozwartym oraz: 


ова = —1 "osa = —2 ") cosa = 5 
a) cosa = —G, b) cosa = —š, c) сова = —У®. 
8. Oblicz: cos? a, соза i tga, jeśli а jest kątem rozwartym oraz: 

a) sina = 1, b) sina = 3, с) sina = ©, 


9. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Narysuj w układzie współrzędnych kąt a € (0°; 180°), taki że 

tga = -$. Oblicz sina i cosa. 

Wiemy, że tga = Z, więc np. punkt P(—2,3) należy do ramienia koń- 
cowego kąta a. Zaznaczamy ten punkt w układzie współrzędnych i ry- 
sujemy ramię końcowe kąta a. 


e 
r=|0P|=y= 27 +8 = ЛЗ, P(-3,3) 

stąd sina = 2 = ję = 503, i 

сова = £ = 55 = — 8, GIRRES 


Narysuj w układzie współrzędnych odpowiedni kąt a e (0°;180°) oraz 
oblicz sina i cosa, jeśli: 
š, b) tga=-5, c) tga=-Ż. 
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Warto wiedzi 


Współczynnik kierunkowy prostej 


a>0 
y 


Niech punkt P(x,y) należy do prostej y = az, gdzie a # 0, i leży w I lub II 
ćwiartce układu współrzędnych. Wówczas zgodnie z definicją funkcji tangens: 
E= tga, czyli y = tga -x 
Zauważ też, że dla dowolnego współczynnika b prosta y = ax + b tworzy 
z osią OX taki sam kąt jak prosta y = ax. Wynika stąd poniższe twierdzenie. 


Współczynnik kierunkowy a prostej y = ar + b, gdzie a ź 0, jest równy 
tangensowi kąta a, jaki ta prosta tworzy z osią OX: 
a=tga 


1. Wyznacz miarę kąta, który dana prosta tworzy z osią OX. 
b) y=v3r с)у+т=0 


a) y 
2. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Wyznacz miarę kąta między prostymi: 
y= — i у= -УЗт 


Prosta у = —£r tworzy z osią ОХ kąt a 
taki, że tga = —£, czyli а = 15 


Prosta у = — уЗг tworzy z osią ОХ kąt 8 
taki, że tg 8 = — V3, czyli 8 = 120°. 


Kąt między tymi prostymi jest więc równy: 
а B = 150° — 120° = 30° 


Wyznacz miare kata miedzy prostymi: 
ajy=vdr i y=z, b) у= +1 i y=—r+2. 
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4.7. Pole trójkąta 


Pole trójkąta jest równe połowie iloczynu dłu- 
gości boku i wysokości opuszczonej na ten bok. 


= 
P= sah 


Ćwiczenie 1 
Oblicz pole trójkąta równoramiennego o obwodzie równym 28 cm, jı 


a) jego ramię jest o 4 cm krótsze od podstawy, 


b) cosinus kąta przy podstawie jest równy Z. 
B 
Pole trójkąta prostokątnego jest równe połowie 
iloczynu długości jego przyprostokątnych. c a 
í 
Р = żab 
2 4 7 С 


Ćwiczenie 2 
Oblicz pole trójkąta prostokątnego о przeciwprostokątnej długości 26 cm, jeśli: 


a) sinus jednego z jego kątów ostrych jest równy Š, 
b) tangens jednego z jego kątów ostrych jest równy 2,4, 
с) jego kąty ostre a i 8 spełniają warunek sina + cos 8 = уЗ. 


Ćwiczenie 3 
a) Oblicz obwód trójkąta prostokątnego równoramiennego o polu 4,5 сш. 


b) Oblicz pole trójkąta prostokątnego równoramiennego o obwodzie równym 
(30 + 15V2) cm. 


Ćwiczenie 4 


a) Udowodnij podany obok wzór. Pole trójkąta równobocznego 


š FR R o boku a wyraża się wzorem: 
b) Oblicz pole trójkąta równobocznego 


о obwodzie równym 30v3 cm. 


Ćwiczenie 5 
a) Oblicz pole trójkąta równobocznego. którego wysokość jest równa 4 cm. 
b) Oblicz obwód trójkąta równobocznego о polu równym 108Y3 cm. 


4.7. Pole trójkąta 


Twierdzenie 


Pole trójkąta jest równe połowie iloczynu długości dwóch 
jego boków i sinusa kąta zawartego między nimi. b 


P= zabsin a 


Dowód 
Możliwe są trzy przypadki ze względu na kąt a zawarty między bokami a i b 
trójkąta. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ćwiczenie 6.). 


1° Kąt a jest kątem ostrym (rysunek obok). 
Niech h będzie wysokością opuszczoną na bok a. 
ZA) A 
а 


Wówczas 5 = sina, więc h = bsin a. 


Zatem P = żah = żabsin a. 

2° Kąt a jest kątem rozwartym (rysunek obok). 

Niech h będzie wysokością opuszczoną na przedłuże- 

nie boku a. һу 
Wówczas Ë = sin(180° — а), więc h = bsin(180°— a). 

Zatem P = żah = żabsin(180* — a). 

Korzystamy ze wzoru sin(180° — a) = sina i otrzymujemy P = tabsin a. 


a 


[р] Ćwiczenie 6 
Uzasadnij prawdziwość wzoru na pole trójkąta Р = zabsina w przypadku, 
gdy kąt a zawarty między bokami a i b jest kątem prostym. 


Ćwiczenie 7 

Oblicz pole trójkąta ABC, gdy: 

a) |AB| = 6, |BC|=10 i 4ABC=30, 

b) |AB| = 10, |AC|=12 i 4CAB=120, 

c) |AB| = 4v3, |AC| = УЗ, +ABC=35 i 4ACB=100, 
d) |AB|=|AC|=3V2 i 4ABC=15. 


Ćwiczenie 8 

W trójkącie ABC o polu 12 cm? bok AB ma długość 4 cm. Oblicz długość 
boku AC, jeśli wiadomo, że kąt CAB ma miarę: 

a) 307, b) 45°, с) 120°. 
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Zadania 


1. a) Oblicz pole trójkąta ABC, gdy |AB| = 7, |AC| = 5 i 4CAB = 120°. 
b) Oblicz pole trójkąta równoramiennego, którego ramię ma długość 8 cm, 


a kąt przy podstawie ma miarę 22°30. 


2. Obwód trójkąta równoramiennego ABC (rysunek obok) Ç 
jest równy (12 + 8V3) cm. Punkt P jest środkiem ` 


boku BC. a punkt R dzieli bok AB w stosun- > P 
ku 3:2. Oblicz pole trójkata: 


а) APC, b) АКС, с) РЕВ. A R B 


3. a) Podstawa trójkąta równoramiennego jest cztery razy dłuższa od wyso- 
kości opuszczonej na tę podstawę. Oblicz obwód tego trójkąta, jeśli wia- 
domo, że jego pole jest równe 36 cm?. 


b) W trójkącie równoramiennym o polu 12V3 cm? stosunek wysokości 
opuszczonej na podstawę do długości tej podstawy jest równy E) Oblicz 
miary kątów tego trójkąta oraz jego obwód. 


D c 
4. W kwadracie ABCD o boku 8 cm punkty E i F 
są środkami odpowiednio boków AD i AB (rysunek S 
obok). Oblicz pole trójkąta EFC oraz jego obwód. 
5. Ramię trójkąta równoramiennego ma długość 12 
A F B 


i tworzy z podstawa kat o mierze 45°. 

a) Oblicz wysokošé tego trójkata poprowadzona do podstawy. 

b) Z wierzeholka tego trójkata poprowadzono do podstawy odcinek dzie- 
lący kąt między ramionami w stosunku 2:1. Oblicz pola powstałych trój- 


kątów. 


6. Stosunek długości ramienia trójkąta równoramiennego do jego obwodu 
wynosi 0,3. Pole trójkąta jest równe 8,/5. Oblicz długości boków tego 


trójkąta. e 
7. Oblicz obwód i pole trójkąta BCD р 
(rysunek obok), jeśli wiadomo, że 
Ból BD]: A 10 B D 


8. Rozpatrzmy trójkąty o dwóch danych bokach a i b. Jaka powinna być 
miara kąta między tymi bokami, aby pole trójkąta było największe? 


4.7. Pole trójkąta 207 mmm 


Czy wiesz, że... 
Jeżeli dane są długości boków a, b, c trójkąta, to można obliczyć jego pole, 
korzystając ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I wiek n.e.): 


p(p— a)(p — b)(p — с) 
a+b+e 


gdzie p = = jest połową obwodu trójkąta. 
Trójkątami Herona nazywamy trójkąty, których 
długości boków oraz pole wyrażają się liczbami 
naturalnymi. 4 4 


Przykładem trójkąta Herona jest trójkąt o bokach 
5, 5, 8 (który powstał przez złączenie dwóch trój- 15, 12 
kątów prostokątnych o bokach 3, 4, 5) oraz trójkąt 
o bokach 4, 13, 15 (który powstał przez odcięcie 
z trójkąta prostokątnego o bokach 9, 12, 15 trój- 


E] 
kąta prostokątnego o bokach 5, 12, 13). 


9. Oblicz pole trójkąta o podanych bokach, korzystając ze wzoru Herona. 
Czy trójkąt ten jest trójkątem Herona? 
a) 3,4,5 c) 5,5,6 e) 9, 10, 17 
b) 4,5,7 d) 4,6,8 f) 7, 15, 20 


[р] 10. Dany jest trójkąt. w którym kąt między bokami o długościach т i 22 ma 
miarę 120°. Uzasadnij, że pole tego trójkąta jest dwukrotnie większe od 
pola trójkąta równobocznego o boku długości т. 


[р] 11. Dany jest trójkąt równoramienny o podstawie równej a i kącie przy podsta- 
wie 15°. Uzasadnij, że jeśli wysokość opuszczona na podstawę jest równa h, 
to ramię tego trójkąta ma długość v2ah. 


[р]12. Miary kątów trójkąta wynoszą odpowiednio: a, 8, +, a jego pole jest 
równe Р. Мукай, że: 


gdzie a jest długością boku leżącego naprzeciw kąta a. 


C 
* 13. Pole trójkąta ABC jest równe 21 (rysunek obok). p 
Oblicz pole trójkąta, którego boki są zawarte w pro- Q 
stych: AP, BQ i CR, jeśli |RB| = AAR, 
|PC| = HBC) oraz |QA| = 1|СА|. A RA 
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4.8. Pole czworokąta 


Aby obli pole dowolnego czworokąta, mx 
kąty, a następnie obli 
szczególnych czworokątów, takich jak równoległobok, romb i trapez, możemy 
stosować odpowiednie wzory. 


хешу podzielić go па dwa (ré 
yć pola tych trójkątów i je dodać. Do obliczania pól 


Równoległobokiem nazywamy czworokąt mają 
głych. 


у dwie pary boków równole- 


Pole równoległoboku jest równe iloczynowi dłu- 
gości boku i wysokości opuszczonej na ten bok. 


P=a:-h 


Ćwiczenie 1 
Boki równoległoboku mają długoś 
rę 60°. Oblicz wysoko! 


6 cm i 10 cm, a jego kąt ostry ma mia- 
tego równoległoboku i jego pole. 


Ćwiczenie 2 
Udowodnij podany 
obok wzór. 


Pole równoległoboku o bokach a i b oraz kącie 
ostrym a wyraża się wzorem P = absin a. 


Ćwiczenie 3 
Oblicz pole równoległoboku, którego boki mają długości 8 i 12, a kąt: 


a) ostry ma miarę 45°, Б) rozwarty jest pięć razy większy od kąta ostrego. 
Ćwiczenie 4 


a) Uzasadnij, że przekątne równoległoboku dzielą go na cztery trójkąty o rów- 
nych polach. 


b) Oblicz pole równoległoboku, którego przekątne mają długości 5 em i 10 em 
oraz przecinają się pod kątem 30°. 


Rombem nazywamy czworokąt mający wszystkie boki równe. 


Aby obliczyć pole rombu, moż 


my zastosow: 


vzór na pole równoległoboku 
lub skorzystać z tego, że przekątne rombu przecinają się pod kątem prostym, 
a ich punkt przecięcia dzieli je na połowy. 


Ćwiczenie 5 
Udowodnij podany Pole rombu o przekątnych długości dy, dz wyra- 
SE d ża się wzorem P = 1443. 
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Przykład 1 
Ile jest równa wysokość rombu o przekątnych długości 6 cm i 8 cm? 


Długość boku rombu obliczamy z twierdzenia D c 
Pitagorasa: a2 = 32 + 42, czyli a = 5 cm. 
Pole rombu: P = Ądyd, = 1 - 6 - 8 = 24 [em]. 
Ale jednocześnie P = ah, czyli h = Ë, zatem: = Б 
= D — A8 А. 

h= = 48 [em] 4 = y 
Ćwiczenie 6 
Oblicz pole i wysokość rombu o boku: 


a) 13 cm i dłuższej przekątnej równej 24 cm, 


b) 6 em і kącie ostrym a takim, że cosa = 4. 


Trapezem nazywamy czworokąt mający co najmniej jedną parę boków rów- 


noległych. 
Pole trapezu o podstawach długości a, b b 
i wysokości h wyraża się wzorem: AP 
=, 
ЕЕ zy lo 7 


Uzasadnienie wzoru na pole trapezu 


Pole trapezu ABCD jest równe sumie pól trójką- 
tów ABD i BCD. Trójkąty te mają taką samą wy- p &_ g 
sokość h, a ich pola sa równe: 


1 1 
Рдавр = аһ. Рдвср = çbh 


Zatem pole trapezu P = jah + Ahh = (а + b)h. A а 


u 


Ćwiczenie 7 
Oblicz pole i obwód trapezu równoramiennego, jeśli wiadomo, 


a) jego podstawy mają długości 10 i 6, a przekątna ma długość 9, 

b) jego ramię ma długość 7, krótsza podstawa 5, a wysokość jest równa 3v5, 
c) jego krótsza podstawa ma długość 3v3, dłuższa podstawa 7V3, a miara 
kąta rozwartego wynosi 150°, 

d) jedna z jego podstaw jest trzy razy dłuższa od drugiej. przekątna ma dłu- 
gość 9, a wysokość jest równa Зу. 
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Zadania 


1. a) Oblicz pole równoległoboku, w którym kąt rozwarty ma miarę 1507, 


a boki mają długości 4 cm i 9 cm. 


b) Pole równoległoboku wynosi 8 cm?, a jego obwód 24 em. Oblicz wyso- 
kości tego równoległoboku, jeśli sinus jego kąta ostrego jest równy 0,25. 
[р] 2. a) Wykaż, że jeśli przekątne równoległoboku o długościach p i q przecinają 
się pod kątem a, to pole równoległoboku wyraża się wzorem: 
P=1pqsina 
b) Przekątne równoległoboku o długościach 6 ст i 10 cm tworzą z jednym 
z boków odpowiednio kąty 12° i 33°. Oblicz pole tego równoległoboku. 


3. Przekątne równoległoboku o polu równym 16Y2 cm? przecinają się pod 
kątem, którego sinus wynosi E Jedna z przekątnych tego równoległoboku 
jest trzykrotnie dłuższa od drugiej. 


[р] a) Uzasadnij, że krótsze boki tego równoległoboku są prostopadłe do jed- 
nej z jego przekątnych. 
b) Oblicz obwód tego równoległoboku. 


4. a) Przekątne rombu mają długości 12 cm i 16 cm, a jego kąt ostry ma 
miarę a. Oblicz sina. 
b) Pole rombu o obwodzie równym 48 cm wynosi 108 em*. Oblicz wysokość 
tego rombu. 


5. W prostokącie o przekątnej długości 12 cm połączono odcinkami środki 
sąsiednich boków. Otrzymany romb ma pole równe 123 cm?. Oblicz war- 
tości funkcji trygonometrycznych kąta ostrego tego rombu. 


6. W trapezie prostokątnym о polu 90 cm? i kącie ostrym 45° dłuższa prze- 
kątna tworzy z podstawami kąt a taki, że tga = 4. Oblicz obwód tego 


trapezu. 
D c 
7. W trapezie prostokątnym (rysunek obok) sinus kąta DAB 
jest równy %5 a boki AD i AB mają odpowiednio SÉ o 
długości 10 cm i 14 cm. Oblicz pole tego trapezu. 


A 
8. a) Oblicz pole trapezu równoramiennego, którego kąt ostry ma miarę 30°, 
a podstawy mają długości 4 em i 10 cm. 


b) Trapez równoramienny o podstawach długości 2 cm i 4 cm ma pole 
równe 18 cm?. Oblicz sinus kąta, pod jakim przecinają się przekątne tego 
trapezu. 
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[р] 9. a) Na rysunku obok przedstawiono deltoid 
o przekątnych d, i dz. Uzasadnij, że jego pole 
wyraża się wzorem: СА 
P 104 
b) Krótsza przekątna deltoidu o bokach 3⁄2 ` 
i 5 ma długość 6. Oblicz pole tego deltoidu. 


Działkę budowlaną w kształcie trapezu o bokach długości: 50 m, 25 m, 
20 m i 25 m podzielono linią równoległą do podstaw tak, że obwody każdej 
z nowo powstałych działek są równe. Ile metrów bie: h siatki potrzeba 
do ogrodzenia obu działek (siatka mi działkami jest wspólna), jeżeli 
będą one miały furtki o szerokości 1,5 m? Oblicz pola powierzchni tych 
działek. 


10. 


11. Przekątne AC i BD trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinają 

się w punkcie E. 

[р] a) Wykaż, że pole trójkąta AED jest równe polu trójkąta BEC. 
b) Oblicz pole trapezu, jeśli wiadomo, że |AB| = 12, |Ср| = 
trójkąta BEC jest równe 21. 

[р) жс) Pole trójkąta ABE jest równe 54, a pole trójkąta DEC jest równe Sz. 
Wykaż, że pole trapezu ABCD jest równe S, + S; + 2Y5,52. 


D b c 
[]12. Udowodnij, że odcinek łączący środki ramion 
AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma ZL 
długość а. A л B 
13. Ramiona trapezu mają długości 3 cm i 4 cm, krótsza podstawa ma długość 


7,5 cm, a odcinek łączący środki ramion - 10 cm. Oblicz długość dłuższej 
podstawy tego trapezu i jego pole. 


3, a pole 


* 14. Ramiona trapezu mają długości 7 cm i 9 cm. Odcinek łączący środki ra- 
mion dzieli trapez na dwie części, których stosunek pól jest równy #. Oblicz 
pole trapezu, jeśli wiadomo, że suma długości jego podstaw wynosi 16 cm. 


* 15. Przekątne trapezu równoramiennego o polu 5 zawierają się w dwusiecz- 
nych jego kątów ostrych. Jedna z podstaw jest dwa razy dłuższa od drugiej. 
Oblicz miary kątów i długości boków tego trapezu. 


16. Działkę budowlaną w kształcie trapezu równoramiennego o bokach długo- 
ści: 50 m, 20 m, 50 m, 80 m podzielono na dwie części o równych polach 
powierzchni płotem równoległym do podstaw trapezu. Jaka jest długość 
płotu rozdzielającego te części? 
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4.9. Zagadnienia uzupełniające 
P Dowody twierdzenia Pitagorasa 


Znanych jest wiele dowodów twierdzenia Pitagorasa. Autorem pierwszego 
z przedstawionych poniżej dowodów jest 20. prezydent Stanów Zjednoczo- 
nych James Abram Garfield [czyt. dżejms abram garfild] (1831-1881). 


Dowód 1 
Rozpatrzmy trójkąt prostokątny ABC o przyprostokątnych a i b oraz prze- 
ciwprostokątnej c. Rysujemy trapez prostokątny ABDE o podstawach a 
i b oraz wysokości a + b (rysunek obok). Kąt ACE jest 


E D 
kątem prostym (uzasadnij). Pole P trapezu jest sumą pól = 
trójkatów ABC. CDE i ACE: 
Р = żab + żab + ie 

Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu: Ё 
Р = }(а+ b)(a +b) 

i otrzymujemy równość: с 
(a +b)? = Zab + с? a 

Zatem a? + 02 = c. ИЕЕЕЕ У B 


Dowód 2 

Rozpatrzmy trójkąt prostokątny o przyprostokątnych a i b oraz przeciw- 

prostokątnej c. Rysujemy kwadrat o boku a + b i wewnątrz niego kwadrat 

o boku c (rysunek poniżej). 

Duży kwadrat ma bok równy a +b, więc jego pole: 

Р = (a+b) 

Pole duzego kwadratu jest równe sumie pola ma- 

lego kwadratu i pól czterech trójkatów: b 
Р=‹с?+4-1а-Ь a 

Zatem a? + 2ab +b? = с? + 2а, czyli a? +b? = 


a b a 


1. Udowodnij twierdzenie Pita- 
gorasa, korzystając z przed- b 
stawionych obok rysunków. 


a a 
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© 
[р] 2. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, wyznaczając pole 

dużego kwadratu przedstawionego na rysunku obok. 

b) Przyjmij, że bok dużego kwadratu ma długość 8, © 

a bok małego — długość 


. Oblicz długości przyprosto- Е 
kątnych а i b. 


С 


с 


Dowód 3 

Rozpatrzmy dwa kwadraty o bokach a i b po- 
łożone jak na rysunku obok. Suma ich pól jest 
równa a? + 02. a 


Trójkąty prostokątne o przyprostokątnych a 

i b oraz przeciwprostokątnej c są przystające 

(rysunek poniżej). 

Р Niebieski trójkąt 
obracamy wokół 
punktu P, a żółty — 


a Q wokół punktu Q, aż 
otrzymamy kwadrat 

b obokuc. 
b а Zatem а? +? = ‹?. 


Twierdzenie Pitagorasa można sformułować następująco: 

Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokątnej trójkąta prostokąt- 
nego jest równe sumie pól kwadratów zbudowanych na jego przyprosto- 
kątnych. 

Szkic dowodu 4 

= Trójkąty FAC i ВАЕ są przystające. 

= Pole trójkąta FAC jest równe połowie pola 
kwadratu AFGB. 

= Pole trójkąta BAE jest równe połowie pola 
prostokąta АЕРА. 

= Pole kwadratu AFGB jest równe polu pro- 
stokąta AEPR. 

* Pole kwadratu C BHI jest równe polu pro- 
stokąta DC RP. 

Przedstawione powyżej rozumowanie pochodzi 
z I księgi „Elementów” Euklidesa. 


[р] 3. Podaj uzasadnienia kolejnych etapów szkicu dowodu 4. 
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т Odcinki w trapezie 


Twierdzenie 


Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek łączący ramiona tego 
trapezu, równoległy do jego podstaw oraz przechodzący przez punkt 
przecięcia jego przekątnych, ma długość równą średniej harmonicznej 


długości podstaw: z, 
Szkic dowodu 
Trójkąty ABP i CDP są podobne, więc Er 
Z кое Беране GDP i ADB: ` D _ + 
Sin ADA 
Stąd [GP|= 9 z 


=. 
APHC ~ ЛАВС, zatem analogicznie: 
тш = SÉ, czyli |PH| = 25. 
Stąd |GH| = |GP| + |PH| = 2%. 


Twierdzenie 


Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek równoległy do podstaw 
tego trapezu, dzielący go na dwa trapezy o równych polach, ma dłu- 
ISS 

gy" 


gość równą średniej kwadratowej długości podstaw trapezu: 


Szkic dowodu 

Pole trapezu ABCD: P = Séit, + ha). 
Odcinek EF jest równoległy do podstaw trapezu 
ABCD i dzieli go na dwa trapezy o SAMYCH 


7 : sta. = £ d E 
polach, zatem: hi = 7, więc h = = тт Oraz 
A, ha = Ë, więc к=. 


Stąd otrzymujemy: 
P= sË (= “£ =) у еу) 
2(a + 2) (+2) = (a +b)(b+ 1 +a +z) 
Z ostatniego równania wyznaczamy т = \/ 2, 


[р] 4. Uzupełnij powyższe szkice dowodów o niezbędne uzasadnienia. 
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NA 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I 


1. Przekątna prostokąta ma długość 10, a obwód każdego z trójkątów po- 
wstałych przez podział prostokąta przekątną jest równy 24. Oblicz pole 


prostokąta. c 
2. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych U 
kątów a i 8 trójkąta ABC (rysunek obok). 
a 6 w B 


3. a) Obwód trójkąta prostokątnego jest równy 60, a tangens jednego z jego 
kątów ostrych wynosi 2,4. Oblicz długości boków tego trójkąta. 


b) Pole trójkąta prostokątnego jest równe 42, a sinus jednego z jego 
kątów ostrych jest równy 4. Oblicz obwód tego trójkąta. 


c) Przeciwprostokątna trójkąta prostokątnego ma długość 16. Wiadomo, 
że dla jego kątów ostrych a i 8 zachodzi równość sin а cos 8 = 1. Oblicz 
pole tego trójkąta. 

4. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kątów ostrych trójkąta ABC. 
a) A(0,0), B(3,0), C(0.2) с) A(—6.1), B(6, —4), (6,1) 
b) A(0,0), B(6,0), C(6.4) d) А(—1,—5), B(4,5), С(—4,1) 


5. Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, 
jeśli wiadomo, ż 


а) sina =0,1, c) cosa = 1, 


b) cosa=0,9, d) sina = 


Rozwiąż trójkąt równoramienny ABC o podstawie AB, jeśli: 
a) 4ACB = 40°, a wysokość CD trójkąta ma 6 cm, 

b) jego obwód jest równy 34 cm, a wysokość CD ma 13 cm, 
c) jego pole jest równe 12 cm?, a 4CAB = 40°. 


a) Na płaskim terenie stoi 70-metrowa wieża. Obserwator widzi jej wierz- 
chołek pod kątem 12* do poziomu. Jaka jest odległość obserwatora od 
podstawy wieży? Pomiń wzrost obserwatora. 

b) Linę podtrzymującą maszt przymocowano do niego na wysokości 110 m 
nad ziemią i zakotwiczono w ziemi w odległości 40 m od podstawy masztu. 
Oblicz miarę kąta, jaki lina tworzy z poziomem. 
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E 8. Z punktu obserwacyjnego O znajdu- o 
jącego się na wysokości 4,5 m nad 
ziemią widać brzegi rzeki pod kątami 


а = 32 i 8 = 18° (rysunek obok). L, DA IB 


Oblicz szerokość rzeki w tym miejscu. 4 B с 


Turysta idzie prostą drogą wznoszącą się pod kątem 5°. 
a) Jaką różnicę poziomów pokona po przejściu 0,5 km? 
b) Jak długo musiałby iść tą drogą z prędkością 4,5 km/h, aby pokonać 
różnicę poziomów równą 130 m? 


5 
EH 10. Z punktów A i B odległych od siebie o 800 m widać 
szczyt góry S pod kątami a = 29° i 8 = 50° (rysunek 
obok). Oblicz wysokość SC tej góry. ( JA a 
A B c 
m Zestaw II 


1. W trójkącie ABC kąt ACB ma miarę 75°, bok AC ma długość 4V3 cm, 
a wysokość opuszczona z wierzchołka C jest równa 6 cm. Oblicz pole tego 
trójkąta. 

2. Dany jest trójkąt równoramienny o ramieniu długości 6 cm i kącie przy 


podstawie 30°. Oblicz odległości punktu przecięcia prostych zawierających 
wysokości tego trójkąta od jego wierzchołków. 


(g) 
© 


Przeczytaj informację w ramce, a następnie rozwiąż zadanie. 


Punkt w trójkącie, dla którego suma jego odległości od wierzchołków 
trójkąta jest najmniejsza, nosi nazwę punktu Fermata (punktu Torri- 
cellego). Można wykazać, że: 

e jeśli któryś z kątów trójkąta ma miarę 120° lub większą, to punktem 
Fermata jest wierzchołek tego kąta; 

e jeśli wszystkie kąty trójkąta mają miary mniejsze od 120°, to punkt 
Fermata leży wewnątrz trójkąta i każdy z boków trójkąta widać z tego 
punktu pod kątem 120°. 


Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny ABC о przeciwprostokątnej 
długości 2. Niech punkt P będzie takim punktem tego trójkąta. 
jego odległości od wierzchołków trójkąta jest najmniejsza. Wykaż, że su- 
ma ta jest równa 1 + v3. 


suma 


Zestawy powtórzeniowe 
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NA 


4. 


Mä 


Dany jest trapez prostokątny o kącie ostrym a, dłuższej podstawie a, krót- 
szej podstawie b i wysokości h. Oblicz obwód i długości przekątnych tego 
trapezu, ji 
а) a = 60° 


us Rem, ћ = 6уЗ сш, Б) а = 30°, b = 10 cm, h = 4 cm. 


Przekątne trapezu równoramiennego ABCD przecinają się pod kątem 
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu mają długości: |AB| = 12 cm 
i |CD| = 4 cm. Wyznacz wartości funkcji trygonometrycznych kąta PAD. 


Podstawy trapezu mają długości 10 i 4, a jego ramiona tworzą z dłuższą 
podstawą kąty 45° i 60°. Oblicz pole tego trapezu. 


W trapezie równoramiennym przekątna o długości 10 cm tworzy z jednym 
z ramion kąt 90°, a z drugim — kąt 30°. Oblicz obwód tego trapezu. 


Narysuj w układzie współrzędnych kąt a, do którego ramienia końcowego 
należy punkt P. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych tego kąta. 


a) P(1,4) b) P(-1,4) c) P(-3,2) d) P(-2,3) 


. Uzasadnij, że nie istnieje kąt a € (0°; 180°) spełniający podane równanie. 


a) соко + ; = cosa b) vósina=5—y5 с) 3cosa+V3=6 


[р]11. 


*12. 


а) вїп30°(сов0° — 2 соз 135°) е) cos 135° - sin 90° — sin 135°. cos 90° 
b) (cos30° + cos 150°) - tg75 f) sin 15° - (tg135 + 1) + cos? 0° 
tg 60 РЕС! o 
g) ас лете + віп? 180 
віп 45° + сов150° «тере tg120° +081509. ono 
1) GA шы cos 180' h) Ес © sin 90 
Uzasadnij, że podane wyrażenie przyjmuje wartość 1. 
a) sin? 37° + sin? 53° с) sin 20° - соѕ 70° + cos? 20 


b) sin? 18° + sin? 72° d) sin? 26° + sin 64°. соѕ26° 
Wskazówka. Skorzystaj z zależności cosa = sin(907 — a). 


Ekierki mające kształt połowy kwadratu o boku 20 cm 
są produkowane z drewnianych listew o szerokości 2 cm 
i grubości 2 mm. Jaka jest objętość drewna zużytego do 
wyprodukowania 1000 takich ekierek? Pomijamy obję- 
tość odpadów. Jaka byłaby objętość drewna zużytego 
do wyprodukowania z takich samych listew 1000 ekie- 
rek mających kształt połowy trójkąta równobocznego o boku 24 cm? 
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Sposób na zadanie E 


Przykład c 
Dany jest trójkąt równoramienny o podstawie długości 4 cm 

i ramionach długości 6 cm. Oblicz wysokość tego trójkąta 
opuszczoną na jego ramię. 


Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na różne 


sposoby. 
P 
I sposób 
Możemy skorzystać z podobieństwa trójkątów АРВ 
IAP| _ ICD] A D B 


i CDB (cecha podobieństwa KKK): 


|AB| Cp 
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: |C D| = v67- 22 = ,/32 = 42 [cm], 
zatem: ABI. |C D| 4-4 2 
|AP|= мтр = 152 = БА [em] 

II sposób 
Kąt 8 jest kątem ostrym trójkąta CDB: 

б IDB| _ 2 _ 1 

соз = — === 


2-1 
Zatem sin 8 = y1 0575 =J-() 1 NE z. 


Kąt 8 jest również kątem ostrym ©: ABP, więc: 


sing = KE, stąd |AP| = |AB| -sin 8 = 4- az. = [em]. 


III sposób 
Obliczamy wysokość CD trójkąta ABC: |C D| = v67 — 22 = 4v2 [em]. 
Pole trójkąta ABC zapisujemy na dwa sposoby: 
= AAR - |CD| = 1:4:4V2=8Y2 [ст] 
=3|BC| : Wl = 4 - 6- |AP| =3|AP| [cm?] 
Porównujemy wyznaczone wyrażenia i otrzymujemy: 
3|AP| =8VZ, stąd |AP| = 82 em 


IV sposób 
Oznaczmy |P B| = x, wówczas |PC| = 6 — т. Korzystamy z twierdzenia Pita- 
gorasa dla trójkątów АРВ oraz APC i otrzymujemy układ równań: 
JAP? = 2 — 22 
{ |АР|? = 6° – (6 — х)? 


Rozwiązujemy układ równań i otrzymujemy: =imi |AP|= za cm. 


3 
Odpowiedź: |AP| = Së em 


Sposób na zadanie 219 mmm 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 


t 


jedna odpowiedź jest poprawna. 


Trójkąt prostokątny. którego przeciwprostokątna ma długość c, może mieć 

pole równe: 
1,2 

A. 1⁄2, 


С. 10, De: 

Dany jest trapez równoramienny, którego ramiona są tej samej długości со 

krótsza podstawa, a dłuższa podstawa jest dwa razy dłuższa od krótszej. 

Przekątne tego trapezu przecinają się pod kątem: 

A. 90°, В. 60°, С. 45, D. 30°. 

Jeżeli a jest kątem ostrym oraz sina = 1, to cosa jest równy: 

A. $, В. £, c. 36, D. 1. 
5 


H 


Jeśli a jest kątem ostrym oraz cosa = 4, to a należy do przedziału: 
A. (0°;30°), В. (30%;45%), С. (45:60), Р. (603907). 


Jeżeli przeciwprostokątna trójkąta prostokątnego ma długość 50 ст, а si- 
nus jednego z jego kątów ostrych jest równy 31, to: 


A. pole tego trójkąta jest równe 300 ст, 

B. obwód tego trójkąta jest równy 112 cm, 

С. cosinus jednego z kątów ostrych tego trójkąta jest równy >, 
D. tangens jednego z kątów ostrych tego trójkąta jest równy 25. 


Dis e= 60° prawdziwa jest równość: 
A. Vsina + 3 = tg30', C. cosa + cos(90% -а) = ут, 
В. sin? a — cos? a = 1, D. 2sin a + cosa = 

Wskaż wyrażenie, którego wartość jest równa 1. 


A. sin 40° — cos50° С. 2sin* 30° — 2 cos2 30° 

B. sin 29° + cos61° D. sin? 30° + cos? 45° + 1 tg 45° 
Wskaż wyrażenie, którego wartość jest równa 1. 

A. sin 61° + cos 151° C. sin 151° - соѕ61° 

В. віп 151° — cos61° D. sin 151° : сов 61° 

Wartość wyrażenia (sin 150° + tg 135°) - RECH jest liczbą przeciwną do 
liczby: 

A. –1, BT C. v3, D. — 3. 
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Przed obowiązkową maturą z matematyki E 


P Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Dany jest trójkąt prostokątny o przyprostokąt- 
nych długości V2 i 22 oraz kątach ostrych a 
i 8. Oblicz sina - sin 3. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Dany jest okrąg o środku O i promieniu 6 (ry- 
sunek obok). Oblicz długość cięciwy AB, jeśli 
sin a = 0,8. 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Punkt P jest spodkiem wysokości trójkąta ABC opuszczonej z wierzchołka C. 
Oblicz długości odcinków AP i ВР, jeśli |BC| = 6 i |AB| = |AC| = 8. 
Zadanie 4 (2 pkt) 


Oblicz ms kąta rozwartego, jeśli kwadrat odwrotności sinusa tego kąta 
jest równy 5. 


cosi 


W Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Oblicz obwód trójkąta ABC (rysunek obok) oraz 
wartości funkcji trygonometrycznych kąta a. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Długości boków trójkąta prostokątnego o kątach ostrych a i 8 są kolejnymi 
liczbami parzystymi. Oblicz wartość wyrażenia (sin a + sin 8)?. 


Zadanie 7 (4 pkt) 

Dany jest trapez o podstawach długości 4 cm i (7 + 3v3) cm oraz wysokości 
3 em. Jego kąty ostre przylegają do dłuższej podstawy, a jeden z nich ma 
miarę równą 45°. Oblicz iloczyn cosi- E 
nusów kątów rozwartych tego trapezu. 


Zadanie 8 (4 pkt) 

Aby obliczyć szerokość rzeki (długość 

odcinka CE na rysunku obok), doko- 

nano pomiarów w terenie: a = 32, 

8 = $, |AC| = 120 m. Oblicz szero- 

kość rzeki. A B 


Przed maturą 221 as 


Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-3 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Kąty a i 8 spełniają warunki: a < 8 i a+ = 180°. Oblicz wartość wyrażenia 
1 +cos P, jeśli sina = 1. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia 
dziesiętnego otrzymanego wyniku. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Współrzędne punktu P(x,y), który leży na ramieniu końcowym kąta a, speł- 
niają warunki: т? — бт + 9 = 0, 4y? — 4y + 1 = 0. Oblicz sina. Zakoduj trzy 
pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego otrzymanego wyniku. 


Zadanie 3 (2 pkt) 
Oblicz sin 22730/, jeśli wiadomo, że tg 22°30' = ү? — 1. Zakoduj trzy pierwsze 
cyfty po przecinku rozwinięcia dziesiętnego otrzymanej liczby. 


Zadanie 4 (4 pkt) 

Dany jest trapez ABCD, w którym |BC| = |CD| = |DA| =5, |AB| = 11, 
punkt M jest środkiem boku AD, a P - punktem przecięcia prostych СМ 
i AB. Oblicz pole i obwód trójkąta APM. 


Zadanie 5 (5 pkt) 
Kąt BAC ma miarę 30°, a kąt CAD ~ miarę 45° (rysunek poniżej). 
A 


BG 
a) Oblicz pole trójkąta ABD, jeśli |AB| = 6. 
5) b) Wykaż, że sin 15° = SEA. i oblicz cos15'. 
[р] Zadanie 6 (4 pkt) 


Pole rombu jest równe P. a kąt ostry ma miarę 30°. Му! 
przekątnych tego rombu jest równa 2Y3P. 


suma długości 


Zadanie 7 (5 pkt) 

[р] a) Wykaż, że długości dwóch dowolnych boków trójkąta są odwrotnie propor- 
cjonalne do wysokości opuszczonych na te boki. 
b) Oblicz wysokości trójkąta o bokach długości: 4, 5 i 7. 
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Z regularnym podziałem płaszczyzny możemy mieć do czynienia w sytuacjach 
„ takich jak układanie kafelków lub bruku. 


dy podziałów płaszczyzny znajdziemy w pracach ho- 


tsa Cornelisa Eschera [czyt. eszera] (1898 


1972). Inspirację matematyką widać w wielu jego pracach. 


5.1. Okrąg 


Okręgiem o środku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiór wszystkich punktów 
płaszi у. których odległość od punktu O jest równa r. 

Stosunek długości okręgu do jego średnicy jest stały. 
Oznaczamy go grecką literą r. Oznaczenie to zo- 
stało wprowadzone przez brytyjskiego matematyka 
Williama Jonesa [czyt. łiliama dżonsa] w 1706 roku. Liczba z jest niewymier- 
na, w obliczeniach często wykorzystujemy jej przybliżoną wartość: r = 3,14. 


długość okręgu 
średnica okręgu ` 


Długość okręgu o promieniu r wyraża się wzorem: I = 27r. 


Przykład 1 
Oblicz długości okręgów o promieniach: r 
Tą = 1 cm, rs = 1,5 cm (rysunek obok). 


Długości ókręgów wynoszą odpowiednio: Еу 
lh = 27 -0,5 = т [em] 


L, =2т.1 = 2r [cm] 
la 27:15 = 37 [сш] 


= 0,5 cm, 


Dowolne dwa punkty A, B należące do okręgu dzielą ten okrąg na dwa łuki. 
Jeśli nie są one półokręgami, to mówiąc „łuk АВ”, będziemy mieć na myśli 
krótszy z nich, chyba, że jest powiedziane inaczej. Łuk taki oznaczamy AB. 
Czasami, by uniknąć niejednoznac 


j to łuk APB. 


np. czerwony łuk na rysunku рош 
Kąt, którego wierzchołek jest środkiem okręgu. 
nazywamy kątem środkowym. < E 
Na rysunku obok ramiona kąta o przecinają okrąg х 


w punktach A і В ` kąt ten wyznacza łuk AB. 


Długość łuku okręgu o promieniu r wyznaczonego przez kąt środkowy 
o mierze a wyrażą się wzorem: 


L 


Ćwiczenie 1 


Jaką miarę ma kąt AOB, jeśli punkty A, B leżące na okręgu o środku O 


i 3m сш? 


i promieniu r = 12 cm wyznaczają łuk długość 
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Ćwiczenie 2 

W okręgu o średnicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, że stosu- 
nek miary kątów pomiędzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz 
długości łuków wyznaczonych przez leżące na okręgu końce tych promieni. 
Okręgi mające tylko jeden punkt wspólny (zwany punktem styczności) nazy- 
wamy okręgami stycznymi. Promienie okręgów stycznych poprowadzone do 
punktu styczności leżą na jednej prostej. 


Okręgi styczne zewnętrznie Okręgi styczne wewnętrznie 
|О,О»| = m + ra 10.0 = | — ral 
Odległość między środkami okręgów Jeśli ry > r2, to odległość między 
jest równa sumie ich promieni. środkami okręgów jest równa rı —ra. 


Dwa różne okręgi mogą też mieć dwa punkty wspólne (okręgi przecinające 
się) lub nie mieć punktów wspólnych (okręgi rozłączne). 
Okręgi przecinające się 


т — ra| < |0104 < ri + ra 
Okręgi rozłączne zewnętrznie Okręgi rozłączne wewnętrznie 


|О,О»| > т + ra 10.0 < [ri — ra 


Ćwiczenie 3 

Cztery okręgi o równych promieniach są ой- 
GmielioGyo (ganku a ldr (NE у. ү. S 
środki leżą na jednej prostej. Oblicz śred. \ 0: Д Ce / 

nice tych okręgów, jeśli |O,O,| = 48. 


5.1. Okrąg 225 mama 


Zadania 


1. 


10, 


Punkty А, В leżą na okręgu o średnicy 10 сш. Wiadomo, że |AB| = 5 сш. 
Oblicz długość łuku AB. 


Oblicz długość łuku okręgu o średnicy 12 cm wyznaczonego przez kąt 
środkowy o mierze 75°. 

Łuk okręgu wyznaczony przez kąt środkowy о mierze 20° ma długość 
2m cm. Oblicz średnicę tego okręgu. 

Oblicz miarę kąta środkowego wyznaczającego na okręgu o średnicy 18 cm 
łuk o długości 4z cm. 

Wyznacz wartości z, dla których okrąg o środku w punkcie P(z,0) i pro- 
mieniu ry = 5 oraz okrąg o środku w punkcie Q(—1,0) i promieniu r> = 3 
są styczne: a) zewnętrznie, b) wewnętrznie. 

Narysuj w układzie współrzędnych okrąg o środku O, i promieniu r; oraz 


okrąg o środku О» i promieniu то. Podaj odległość między środkami tych 
okręgów. Ile mają one punktów wspólnych? 


a) 0;(-2,0), ri = 4, O;(-1,0), ra =2 
b) 0;(0,-2), ri = 4, O,(0.3), ra = 1 
с) 0;(1,3), rı = 2, 04(4,3), ra =5 BE 


d) О\(2,—1), rı = 2, O,(—3,—1), r2 


Punkty О, О» i Оз, będące środkami odpowiednio 
nych okręgów (rysunek obok), leżą na jednej pro- 
stej. Dwa mniejsze okręgi mają równe promienie. Ob- 
licz średnicę każdego z tych okręgów. jeśli Ou = 18. 


Końce przekątnej prostokąta o bokach długości 4 cm i 8 cm są środkami 
dwóch okręgów stycznych zewnęt czności dzieli przekątną 
prostokąta w stosunku 1:3. Oblicz długości tych okręgów. 


Punkty A, B i C, będące środkami odpowiednio stycz- 
nych okręgów (rysunek obok), leżą na jednej prostej. 
Oblicz promień każdego z tych okręgów, jeśli |AB| = 3 
i |AC| = 4. @ 


Środki trzech okręgów parami stycznych zewnętrznie / 
są wierzchołkami trójkąta o bokach 5, 6, 7. Oblicz pro- 


mienie tych okręgów. 
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5.2. Koło 


Kołem o środku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiór wszystkich punktów 
płaszczyzny, których odległość od punktu O jest mniejsza lub równa r. 


Zwróć uwagę, że punkty należące do okręgu ograniczającego koło należą do 
tego koła. 


Wzór na pole koła został udowodniony Pole koła o promieniu r wyraża 
przez Archimedesa. się wzorem: P = mr”. 


Ćwiczenie 1 
a) Oblicz pole największego koła zawartego w kwadracie о polu 36 cm?. 


b) Oblicz długość okręgu ograniczającego koło о polu 2,257 cm?. 


Część płaszczyzny ograniczoną przez dwa współśrodkowe 
okręgi (wraz z tymi okręgami) nazywamy pierścieniem 
kołowym. 

Opisując pierścień kołowy, podajemy jego promień ze- 
wnętrzny i promień wewnętrzny. Różnicę tych promieni 
nazywamy szerokością pierścienia. Dla pierścienia na ry- 
sunku obok jest ona równa R — r. 


Ćwiczenie 2 

a) Oblicz pole pierścienia kołowego o promieniu zewnętrznym 25 cm i promie- 
niu wewnętrznym 24 cm. Podaj promień koła, którego pole jest równe polu 
tego pierścienia. 


b) Pole pierścienia kołowego o szerokości 1 cm wynosi 177 cm?. Oblicz pro- 


mień zewnętrzny i promień wewnętrzny tego pierścienia. 


Część koła o środku O (wraz z jej brzegiem) ograniczoną łukiem AB і pro- 
mieniami QA i OB nazywamy wycinkiem koła lub wycinkiem kołowym. 


Pole wycinka koła wyznaczonego przez kąt środkowy E 
o mierze о wyraża się wzorem: 
paca e d 
3607 
A 


Ćwiczenie 3 
Oblicz pole wycinka koła o promieniu r wyznaczonego przez kąt środkowy a. 


a) r=12, а= 75° b) r =2, a=2230 c) r=v3, а = 315° 


5.2. Koło 227 Tawa 


Ćwiczenie 4 
Pole wycinka koła o promieniu 6 wyznaczonego przez kąt a jest równe 2л. 
Oblicz miarę kąta a. 


Część koła (wraz z jej brzegiem) ograniczoną łukiem APB i cię- p 
ciwą AB nazywamy odcinkiem koła lub odcinkiem kołowym. ) 
Przykład 1 А 


Oblicz pole odcinka koła о promieniu 4 wyznaczonego przez 
cięciwę AB i kąt АОВ o mierze 45° (rysunek obok). 


Obliczamy pole wycinka koła АОВ: 


B 
Następnie obliczamy pole trójkąta AOB: <] 
= 1.4: 4: sin45° = 42 A 
Zatem pole odcinka koła P = P, — P, = 27 — 4v2. 


Ćwiczenie 5 

Punkty A, B należące do okręgu o środku O i promieniu 12 wyznaczają po- 
dany kąt AOB. Oblicz pole odcinka kołowego wyznaczonego przez ten kąt. 
a) «АОВ = 90 b) 4AOB = 60° с) 4AOB=30 


Czy wiesz, że... 


Do uzasadnienia wzoru 
na pole koła wykorzy- r 
stuje się ustawienie 


Ук RYB Dolna linia składająca się z lu- 
rę taką jak na rysunku ёк ma diogo st. 
obok. 


Zadania 


[р] 1. Bok kwadratu ma długo: Wykaż, że pole zacienio- 
wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok). 


2. Cięciwa łącząca punkty A i B leżące na okręgu o promie- 
niu 5 ma długość 5/3. Oblicz długości łuków wyznaczo- 
nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinków. 


3. W kole o środku O i promieniu 4 poprowadzono cięciwę AB. Oblicz pola 
figur, na które cięciwa podzieliła koło, jeśli pole AAOB jest równe 4v3. 
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. Wierzchołki ośmiokąta (rysunek obok) należą 


. Uzasadnij, że pole odcinka koła o promieniu r wyznaczonego przez kąt 


środkowy o mierze 60° jest równe -r*(2r — 3V3). 


do okręgu o promieniu 3. Spośród kolejnych 
kątów środkowych: a. ... „as każdy następny 
jest о 10° większy od poprzedniego. 


a) Oblicz pole wycinka koła wyznaczonego 
przez kąt as. 

b) Oblicz sumę pól odcinków koła wyznaczo- 
nych przez kąty аз i ов. 


, Dany jest wielokąt foremny, którego wierzchołki leżą na okręgu o promie- 


niu 2. Oblicz długość czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru. 


a) b) с 
(O Q 


Oblicz pole zacieniowanej figury. 


а) a = 30° b) AB || CD c) r=2y2 


WE „ a 
Ё 
7 


8. Trójkąt ABC jest trójkątem równobocznym o boku długości 6 cm. Oblicz 


pole zacieniowanego obszaru. 


a) D b) Ë ©) © 
AN, A ZN 
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5.3. Wzajemne położenie okręgu i prostej 


[р] Ćwiczenie 1 
Uzasad: że najkrótszy odcinek łączący dany punkt P z punktem leżącym 
na prostej 1, gdzie PZ L jest do rej prostej prostopódły. 


Odległością punktu P od prostej / nazywamy długość naj- P 
krótszego odcinka łączącego punkt P z punktem na prostej l 

(odcinek ten jest prostopadły do prostej І). Jeśli punkt Р / 
leż 


na prostej /, to przyjmujemy, że jego odległość od tej 


prostej jest równa zero. 


Okrąg i prosta mogą mieć dwa punkty wspólne, jeden punkt wspólny lub nie 
mieć punktów wspólnych. 


Niech |O P| będzie odległością środka okręgu od prostej. 


OP|<r М o 
Prostą, która ma z okręgiem dwa punkty wspól- 
ó 5 ne, nazywamy jego sieczną. Odległość siecznej od 
środka okręgu jest mniejsza od jego promienia. 
Jeśli prosta ma z okręgiem jeden punkt wspólny, 
OP|=r 


jest styczna do okręgu (wspólny 

punkt nazywamy punktem styczności). Promień 

о okręgu prowadzony do punktu styczności z prostą 
jest do niej prostopadły. Odległość stycznej od 
środka okręgu jest równa jego promieniowi. 


OP| > r 2 p У 
Na rysunku obok okrąg i prosta nie mają punk- 
r 4 pP tów wspólnych (są rozłączne). Odległość prostej 
о L H £ £ "=P 
od środka okręgu jest większa od jego promienia. 


Ćwiczenie 2 
a) Prosta I jest styczna do okręgu o promieniu 6 em w punkcie P. Punkt A 
leży na prostej 11 |PA| = 4 cm. Oblicz odległość punktu А od środka okręgu. 


b) Prosta AB jest styczna do okręgu o środku w punkcie О. Punkt styczno- 
ści Р jest środkiem odcinka AB. Oblicz promień okręgu, jeśli |AO| = 20 ст 
i |AB| = 32 cm. 
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Twierdzenie o odcinkach stycznych B 
Jeśli styczne do okręgu w punktach A i B e 
przecinają się w punkcie P, to: 5 о 

|PA| = |PB| < 
A 


Dowód powyższego twierdzenia wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowa- 
nego dla trójkątów PAO i PBO. 


Ćwiczenie 3 


a) Dany jest okrąg o środku w punkcie O 
i promieniu 6 cm. Z punktu P odległego od 


punktu O o 10 cm poprowadzono dwie proste E 
styczne do okręgu w punktach A i B. Oblicz FA 
obwód czworokąta PAOB. A EW, 
b) Obwód czworokąta P AO B (rysunek obok) = 
jest równy 34 cm. Oblicz promień okręgu, jeśli A 
wiadomo, że odcinek PS ma długość 8 cm. 


Liczba wspólnych stycznych dwóch okręgów zależy od położenia tych okręgów. 


Okręgi rozłączne zewnętrznie Okręgi styczne zewnętrznie 
cztery wspólne styczne trzy wspólne styczne 
Okręgi przecinające się Okręgi styczne wewnętrznie 

dwie wspólne styczne jedna wspólna styczna 


p< © 


Okręgi rozłączne wewnętrznie nie mają wspólnych stycznych. 
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Ćwiczenie 4 

Dany jest okrąg o środku O, i promieniu r, oraz okrąg o środku O; i promie- 
niu r. Określ liczbę wspólnych stycznych tych okręgów. 

a) м =35, ra = 41, |0104 = 53 c) n=}, rs = 1, |0104 = š 

b) r; =11, r> = 13, |O,O,| = 24 d) т, = VŽ, r, = V3, |004 =4 


Przykład 1 

Dany jest okrąg o środku O(0,0) i promieniu З. 
Ile punktów wspólnych z okręgiem ma prosta 
£= m w zależności od parametru m? 


y 


Prosta r = m z danym okręgiem: 

+ ma jeden punkt wspólny dla m € {—3,3}, 
• ma dwa punkty wspólne dla m € (—3;3), 
+ nie ma punktów wpólnych dla m € (—00; —3) U (3: oc). 


т=-3 


Przykład 2 

Ile punktów wspólnych ma prosta y = 3 z okrę- 
giem o środku S(3,1) w zależności od promie- 
nia r tego okręgu? 


y 


Prosta y = 3 z okręgiem o środku S: 

• ma jeden punkt wspólny dla r = 2, 

• ma dwa punkty wspólne dla r € (2:00), 
+ nie ma punktów wspólnych dla r € (0:2). 


Ćwiczenie 5 

Ile punktów wspólnych ma prosta k z okręgiem o środku S w zależności od 
promienia r tego okręgu? 

a) k:y=3, 5(3,—1) b) k: z = —1, S(-3,4) с) k: z = v3, 5(—1,1) 


Przykład 3 
Oblicz długość cięciwy wyznaczonej przez punkty wspólne prostej l: x = 3 
i okręgu o środku O(0,0) i promieniu 5. 
Niech |O P| będzie odległością środka okręgu od prostej l, 
a punkty A, B niech będą punktami przecięcia okręgu z tą 
prostą. Wówczas |O P| = 3, zatem: 
|AP| = /52—32 = V16=4 
Trójkąty OPA i OPB są przystające, więc długość cięciwy: 
|AB| =2-|AP|=8 
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Ćwiczenie 6 

a) Oblicz długość cięciwy wyznaczonej przez punkty przecięcia prostej y = —3 
i okręgu o środku w punkcie (2,0) i promieniu 4. 

b) Cięciwa długości 6 jest wyznaczona przez punkty przecięcia prostej z = 1 
i okręgu o środku w punkcie (—3,2). Oblicz promień tego okręgu. 


Zadania 


1. Prosta równoległa do osi OY przecina okrąg о środku w рші 
i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz równanie tej prostej 
а) |AB|=12,  b)|AB|=10V2,  c)|AB|=10, 4)|АВ|=20. 


(0,0) 


2. Odległość między dwiema prostymi równoległymi to długość odcinka pro- 
stopadłego do tych prostych o końcach należących do prostych. Oblicz pro- 
mień okręgu cznego do dwóch prostych równoległych, jeśli wiadomo, że 
odległość między nimi jest równa 5 cm. 


3. Okręgi o środkach O, i O; oraz promieniach 
r i R są styczne zewnętrznie (rysunek obok). 
Prosta PO; yczna do okręgu o środku O), 
a prosta PQ — do okręgu o środku O2. Wyznacz 
obwód czworokąta РО,О»О. 


4. Dany jest okrąg o środku w punkcie (0,0) i promieniu 11. Cięciwa AB tego 


punktu P należącego do tej cięciwy, jeśli wiadomo, 
że jego odległość od środka okręgu jest równa 5. 


5. Z punktu P poprowadzono wspólne 
styczne okręgów o środkach w punk- P 
tach O, i O> (rysunek obok). Oblicz 
promień r okręgu o środku w punk- 
cie Oy, jeśli |O,B| = 5 i |O,P| = 13. 


6. Punkty A i В leżą na okręgu o średnicy 12 cm. a odległość między nimi jest 
równa promieniowi tego okręgu. Styczne do okręgu poprowadzone w punk- 
tach A i B przecinają się w punkcie P. Oblicz 
pole trójkąta APB. 


7. Dane są okręgi o środkach O, i O» i promie- 
niach |O, A| = 4 cm i |O;B| = 12 cm (rysunek 
obok). Prosta AB jest wspólną styczną tych 
okręgów. Oblicz pole zacieniowanego obszaru. 
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Warto wiedz 


Konstrukcja stycznej do okręgu 


Aby skonstruować styczną do danego okręgu o środku O, przechodzącą przez 
punkt P leżący na zewnątrz okręgu, postępujemy w następujący sposób. 

* Wyznaczamy środek odcinka O P — punkt S na rysunku poniżej. 

+ Rysujemy okrąg, którego promieniem jest 
odcinek SO ` okrąg ten przecina dany ok- 
rąg w punktach A i B. 

+ Prosta PA jest styczna do danego okręgu. 
Zauważ, że PA 1 OA (aby to uzasadnić, 
można rozpatrzyć kąty trójkątów równo- 
ramiennych PSA i OSA). Drugą styczną 
jest prosta PB. 


1. Opisz konstrukcję stycznej do danego okręgu przechodzącej przez punkt 
należący do tego okręgu. 


Konstrukcja wspólnej stycznej do dwóch okręgów 
rozłącznych zewnętrznie 


Rozpatrzmy okrąg L, o środku O, i promieniu ry oraz rozłączny z nim ze- 
wnętrznie okrąg La o środku O» i promieniu r (rysunek poniżej). 
• Rysujemy okrąg Ls o środku w punkcie O, i promieniu równym r; + ra. 


+ Rysujemy prostą ОА ` styczną do okręgu Ls przechodzącą przez punkt Оз. 
+ Wyznaczamy punkt В ` punkt przecięcia odcinka O, A z okręgiem Li. 

» Rysujemy styczną do okręgu L, przechodzącą przez punkt B. Jest ona rów- 
nocześnie styczną do okręgu L; (uzasadnij). 


*2. Opisz, jak skonstruować pozostałe wspólne styczne dwóch okręgów roz- 
łącznych zewnętrznie. 
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5.4. Kąty w okręgu 


Kąt środkowy a przedstawiony na rysunku obok jest 
zony przez zaznaczonony kolorem czerwonym 


Ei B 
że kąt środkowy a jest oparty na łuku AB У es 


wie AB. 
Р, 
Ćwiczenie 1 Br AB 
Punkty: P. Pa, ..., Pa dzielą okrąg na 12 łuków o rów- P Р, 
nej długości. Podaj miarę kąta środkowego opartego na p, P 
luku: 
— A> — Р; Р 
a) APP, b) БР, РР. ™ ч 
Р Pa 
Pio 
Definicja P 
Kąt wpisany w okrąg to kąt wypukły, którego wierz- 
chołek leży na okręgu, a ramionami są półproste 
zawierające cięciwy tego okręgu. 
B 
O kącie wpisanym 8 (rysunek obok) mówimy, że jest 
oparty na łuku AB. A 
Twierdzenie 


Kąt środkowy w okręgu ma miarę dwa razy większą od miary kąta wpisa- 
nego opartego na tym samym łuku. 


Dowód ` patrz ćwiczenie 4. na następnej stronie. 


ч 


Ćwiczenie 2 

a) Podaj miarę kąta 8 (rysunek obok). 

b) Narysuj w dowolnym okręgu kąt środkowy a = 120° 

i trzy różne kąty wpisane oparte na tym samym łuku М 
со kąt a. Podaj miarę tych kątów. A 


Ćwiczenie 3 A 5 


Kąt wpisany 8 jest oparty па tym samym łuku co kąt środkowy a. Wyznacz 
miarę kąta a + 8, jeśli: 
а) а = 110°, b) а = 45°, c)B=17, d) 8 = 105°. 


5.4. Katy w okregu 


[р] Ćwiczenie 4 
Przeczytaj informację w ramce oraz dowód przypadku I, a następnie przepro- 
wadź dowody przypadków II i III. 


Aby udowodnić, że kąt środkowy a w okręgu jest dwukrotnie większy od 
kąta wpisanego 8 opartego na tym samym łuku, wystarczy rozpatrzyć trzy 
przypadki. 

1. Środek okręgu O IL. Środek okręgu O Ш. Środek okręgu O 
leży wewnątrz kąta ży na ramieniu kąta leży na zewnątrz kąta 
wpisanego. > wpisanego. wpisanego. 


Dowód przypadku I 
Z punktu P prowadzimy promień PO. Wówczas 8 = J, + 32. 
Wyznaczamy miarę kąta środkowego: 
a = 360° — (180° — 241) — (180° — 282) = 2(8, + 8) = 28 
Wskazówka do przypadku III. Rozważ kąty a + ay i 8 + Ay. 
Poniższe wnioski wynikają z twierdzenia o kątach środkowym i wpisanym. 


Twierdzenie 


Q 
Kąty wpisane w okrąg Kat wpisany w okrąg opar- Suma miar kątów a i 8 wpisa- 
oparte па tym samym ty na półokręgu (па średni- nych w okrąg, jak na rysunku 
łuku mają równe miary. су) jest kątem prostym. powyżej, jest równa 180°. 


[р] Ćwiczenie 5 


Uzasadnij każdy ze sformułowanych powyżej wniosków. 
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Ćwiczenie 6 
Promień okręgu jest równy r. Wyznacz miary kątów: a, 8 i +. 


av 


Ćwiczenie 7 
Wyznacz miary kątów: a, 3 i y. 


a) < 
E Kąt między styczną а cięciwą okręgu M 


Kąt zawarty między styczną a cięciwą okręgu po- 
prowadzoną z punktu styczności (kąt dopisany do 
okręgu) ma miarę równą mierze kąta wpisanego opar- 2 B 


tego na luku wyznaczonym przez koñce tej cieciwy. 


A P 
[р] Ćwiczenie 8 

Uzasadnij powyższe twierdzenie. 

Zadania 

1. Punkty: A,B,C, ..., P dzielą okrąg na 16 łuków FED 
o równej długości. Punkt A leży na jednym z ra- © 4 
mion kąta środkowego 5. Który z punktów leży e 
na drugim ramieniu tego kąta? A 
a) 8= 45 с) 8 = 225° J P 
b) 8= 112,5 d) 8= 315 de: = a 


2. Dany jest okrąg o promieniu 6. Podaj miarę kąta wpisanego opartego na 
łuku tego okręgu, jeśli łuk ten ma długość: а) Ze, b) Ze, c) Be, d) 5. 
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3. Wyznacz miary kątów a i 8. 


4. Kąt ñ jest kątem wpisanym w okrąg, opartym na tym samym łuku co kąt 
środkowy a. Wyznacz miary kątów a i 8. 
a) a+ B= 111° b) а = 8 + 56°30' с) 2+8 = 48° 


5. Wyznacz miary kątów a i 8. 


b) NI 
LÈ 
6. Kae ag a. " Й 
W CA Gz 
ў | SZ 


7. a) W okręgu o środku O poprowadzono cięciwę AB. Jeden z kątów trójką- 
ta АОВ ma miarę 96°. Wyznacz miarę kąta zawartego między cięciwą AB 
a styczną do okręgu poprowadzoną w punkcie A. 


b) W okręgu o promieniu 6 cm poprowadzono cięciwę AB. Długość łu- 
ku AB jest równa z em. Wyznacz miarę kąta zawartego między cięciwą AB 
a styczną do okręgu poprowadzoną w punkcie B. 
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[р] 8. Udowodnij poniższe twierdzenie. 


Twierdzenie P 
Jeśli w okręgu dwie cięciwy AB i CD przecinają А 
się w punkcie Р, to |PA| : |PB| = |PC| -|PD|. A KS 4 В 

N 


Wskazówka. Uzasadnij, że trójkąty PAC i PDB są podobne. С 


9. Oblicz z. 
a) b) с) 


10. Dany jest okrąg о promieniu 11 cm. Przez punkt Р, odległy od środka 
okręgu o 5 cm, poprowadzono cięciwę o długości 20 cm. Oblicz długości 
odcinków, na które punkt P dzieli cięciwę. 


11. Oblicz promień okręgu oraz pole trójkąta ABC. 


G ë 
a) b) C с) A GI 
AL? B B 
B 
A 
12. Dany jest okrąg o promieniu 8. Cięciwa AB tego okręgu ma długość 4⁄7 


i przecina średnicę PQ pod kątem prostym. 
a) Oblicz długości odcinków, na które cięciwa AB dzieli średnicę PQ. 
b) Wyznacz sinus kąta ostrego czworokąta APBQ D 


i podaj przybliżoną miarę tego kąta. 

13. Wierzchołki czworokąta ABCD leżą na okrę- gi 
gu o promieniu 63 (rysunek obok). Wiadomo, A c 
że |PA| = 4 oraz |PB| = |PD|. Oblicz obwód N 
tego czworokąta. 


5.4. Kąty w okręgu 


5.5. Okrąg opisany na trójkącie 


Okrąg nazywamy opisanym na trójkącie, jeżeli wszystkie wierzchołki trójkąta 
należą do okręgu. Mówimy też, że trójkąt jest wpisany w okrąg. Na każdym 
trójkącie można opis: 


okrąg — mówi o tym poniższe twierdzenie. 


Symetralne boków trójkąta przecinają się w jednym punkcie, który jest 
środkiem okręgu opisanego na tym trójkącie. 


Środek okręgu opisanego Środek okręgu opisanego na trój- Środek okręgu opisanego na 
na trójkącie ostrokątnym kącie prostokątnym jest środ- ` trójkącie rozwartokątnym le- 
leży wewnątrz trójkąta. kiem przeciwprostokątnej. ży na zewnątrz tego trójkąta, 


[р] Ćwiczenie 1 
Udowodnij, że symetralne boków trójkąta przecinają się w jednym punkcie. 
Wskazówka. Rozpatrz najpierw odległości punktu przecięcia symetralnych dwóch bo- 
ków trójkąta od jego wierzchołków. 

c 
Promień okręgu opisanego na trójkącie równo- 
bocznym o boku a wyraża się wzorem: 
— аУ3 
= 


[р] Ćwiczenie 2 
Udowodnij powyższe twierdzenie. 


Mówimy, że koło jest opisane na trójkącie, gdy opisany jest na nim okrąg 
ograniczający to koło. 


Ćwiczenie 3 

a) Oblicz pole koła opisanego na trójkącie równobocznym о polu 64Y3 cm?. 
b) Oblicz wysokość oraz pole trójkąta równobocznego, na którym opisano 
okrąg o promieniu 6 cm. 
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Przykład 1 
Na trójkącie prostokątnym o jednej z przyprostokątnych długości 6 opisano 
okrąg o promieniu 5. Oblicz pole tego trójkąta. 


Środek okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym jest środ- СР 
kiem jego przeciwprostokątnej (jest ona średnicą tego okręgu), A 
zatem przeciwprostokątna ma długość c = 2R = 2-5 = 10. 


Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b* = 10? — 62 = 64, 
skąd b = 8, więc pole trójkąta P = 1 -6-8 = 24. 


Ćwiczenie 4 

a) Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym, którego przy- 
prostokątne mają długości 7 cm i 12 cm. 

b) Pole trójkąta prostokątnego jest równe 18 cm. Wysokość poprowadzona 
z wierzchołka kąta prostego jest równa 4 cm. Oblicz długość okręgu opisanego 
na tym trójkącie. 


Ćwiczenie 5 

Oblicz obwód trójkąta prostokątnego wpisanego w okrąg o promieniu 5, j: 
a) jest to trójkąt równoramienny, 

b) jedna przyprostokątna jest trzy razy dłuższa od drugiej. 


Ćwiczenie 6 
Odległości środka okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym od jego przy- 
prostokątnych wynoszą 4 i 6. Oblicz pole trójkąta. 


Przykład 2 

Kąt między ramionami trójkąta równoramiennego ma miarę 30°, a podstawa 
trójkąta ma długość 2. Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie oraz 
odległość środka tego okręgu od podstawy trójkąta. 


Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wów- 
czas kąt AOB jest kątem środkowym, opartym na 
tym samym łuku co kąt wpisany ACB, zatem: 
ФЗАОВ =23АСВ = 60°, czyli trójkąt АОВ jest 
równoboczny, więc R = |ОА| = |ОВ| = |AB| = 2. 
Odległość środka okręgu od podstawy trójkąta jest 
równa |OD|, a odcinek OD jest wysokością trójkąta 
równobocznego: 

lop| = 2 = v3 


5.5. Okrąg opisany na trójkącie 241 mm 


Ćwiczenie 7 

a) W trójkącie równoramiennym kąt między ramionami ma miarę 45°, a pod- 
stawa ma długość 4 cm. Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 
b) W okrąg o promieniu 5 cm wpisany jest trójkąt równoramienny o podstawie 
długości 6 em. Oblicz długości ramion tego trójkąta (rozpatrz dwa przypadki). 


Ćwiczenie 8 
Oblicz pole trójkąta równoramiennego o kącie między 


ramionami równym 120°, jeśli trójkąt ten jest wpisany 
w okrąg o promieniu 4. 


Ćwiczenie 9 
Oblicz stosunek pól przedstawionych na rysunku trój | J 


kątów równoramiennych wpisanych w okrąg o promie- Ke, ` 
niu 8. 


Poniższe twierdzenie pokazuje, jaka zależność łączy ze sobą długości boków 
trójkąta, jego pole oraz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 


Twierdzenie 


Pole trójkąta o bokach długości a, b, c wpisanego w okrąg o promieniu R 


wyraża się wzorem: _ abe 
TIR 
Dowód 
Dany jest trójkąt ABC o bokach długości a, b, c С 


(rysunek obok), wpisany w okrąg о środku O i pro- 
mieniu R. Odcinek CD jest wysokością trójkąta, 
a odcinek CE ~ średnicą okręgu. Kąty CAB i CEB 
są równe (dlaczego?). Zatem trójkąty ACDi ECB A 


są podobne; czyli: e? 

= P 

+ 2R' Ë= Ą 

5 
z ab 4 — В 
Pane = {с 4 

Ćwiczenie 10 
a) Oblicz pole trójkąta o bokach 4 cm, 13 cm i 15 cm wpisanego w okrąg 


o promieniu równym ® cm. 


b) Dany jest trójkąt o bokach 13 cm, 14 ст i 15 cm i polu równym 84 сш. 
Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 
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Zadania 


1. Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym, jeśli: 
a) jego pole wynosi 8 cm?, a wysokość opuszczona na przeciwprostokątną 
jest równa 2 cm, 
b) krótsza przyprostokątna ma długość 5 cm, a jeden z kątów ostrych 
trójkąta jest dwa razy większy od drugiego, 
c) jest on równoramienny, a jego obwód wynosi 6 cm. 


2. Stosunek długości przyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest równy 
3:4. Pole koła opisanego na tym trójkącie wynosi 6,257 cm*. Oblicz pole 
tego trójkąta. 


3. Jakie największe pole może mieć trójkąt prostokątny wpisany w okrąg 


o promieniu 3? 
D 


4. W okrąg о promieniu 4Y3 wpisano trójkąt rów- 
noboczny ABD i trójkąt równoramienny ACD 
(rysunek obok). Oblicz pole czworokąta ABCD. 

5. Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie 
równoramiennym o podstawie 8 cm. jeśli: 

a) jego ramię ma długość 4v5 cm, A 

š. 


b) sinus kata przy tej podstawie jest równy 


6. Do podstawy trójkąta równoramiennego poprowadzono wysokość h. Oblicz 
obwód tego trójkąta, jeżeli opisany na nim okrąg ma promień równy 13 cm. 
а) h = 20 cm b) л = бет 


7. Oblicz pole trójkąta АВС oraz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 


a) (04 b) с 
dł і «й : x 
Á 4 2 B A B 
8. Dane są punkty A(—1, —2) i B(5,—2). Odcinek AB jest podstawą trój- 


kąta równoramiennego ABC. Okrąg opisany na tym trójkącie ma promień 
równy 5. Wyznacz współrzędne wierzchołka C. 


9. Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie o bokach 12, 17, 25. 


5.5. Okrąg opisany na trójkącie 243 mmm 


5.6. Okrąg wpisany w trójkąt 


Okrąg nazywamy wpisanym w trójkąt, jeżeli wszystkie boki trójkąta są stycz- 
ne do tego okręgu. Mówimy też, że trójkąt jest opisany na okręgu. 
W każdy trójkąt można wpisać okrąg — mówi o tym poniższe twierdzenie. 


Twierdzenie 


Dwusieczne kątów wewnętrznych trójkąta 
przecinają się w jednym punkcie, który jest 
środkiem okręgu wpisanego w ten trójkąt. 


[р] Ćwiczenie 1 
Udowodnij, że dwusieczne kątów wewnętrznych trójkąta przecinają się w jed- 
nym punkcie. 


Wskazówka. Rozpatrz najpierw odległości punktu przecięcia dwusiecznych dwóch ką- 
tów wewnętrznych trójkąta od jego boków. 


Twierdzenie AN 
Promień okręgu wpisanego w trójkąt rów- 


noboczny o boku a wyraża się wzorem: 


RAB 
"= 92 JAAN 


Ag D В 


Dowód 
Odcinek АО (rysunek powyżej) jest zawarty w dwusiecznej kąta BAC, cz 


ОАР = 30°. Zatem E = tg JOAD = tg30* = УЗ, stąd r= 2. У 
AD Z AD УЗ stąd r= 5 


= 
$ 
Ćwiczenie 2 

a) Oblicz długość okręgu wpisanego w trójkąt równoboczny o boku 18. 

b) Oblicz obwód trójkąta równobocznego opisanego na okręgu o długości 107. 
Zwróć uwagę na okrąg wpisany w trójkąt równoboczny 


i okrąg opisany na tym trójkącie — mają one wspólny 
środek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy- 


sokość trójkąta równobocznego w stosunku 2:11 (liczymy 109; 
od wierzchołka trójkąta). ET. 


Ćwiczenie 3 
Oblicz sumę długości okręgu wpisanego w trójkąt równoboczny o obwodzie 
równym 36 cm i okręgu opisanego na tym trójkącie. 
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Przykład 1 

Oblicz promień okręgu wpisanego w trój- 
kąt prostokątny o przyprostokątnych dłu- 
gości 5 i 12. 


=r 


Obliczamy dlugość przeciwprostokątnej: S 


57+ 122 = V169 = 13 ( 
Przy oznaczeniach jak na rysunku obok: 
|AD|=5-r i |BD|=12—r 
Zatem (5 — r) + (12 — r) = 13. rk 
Stąd otrzymujemy r = 2. © òG А © 


Ćwiczenie 4 
Oblicz promień okręgu wpisanego w trójkąt prostokątny, którego przyprosto- 
kątne mają długości: a) 3 i 4, b) 7 i 24. 


Ćwiczenie 5 

a) Na okręgu o promieniu 4 cm opisano trójkąt prostokątny o jednej z przypro- 
stokątnych długości 10 em. Oblicz długości pozostałych boków tego trójkąta. 
b) Na okręgu o promieniu 2 cm opisano trójkąt prostokątny o przeciwprosto- 
kątnej długości 10 cm. Oblicz długości pozostałych boków tego trójkąta. 


Poniższe twierdzenie pokazuje, jaka zależność łączy ze sobą obwód trójkąta, 
jego pole oraz promień okręgu wpisanego w ten trójkąt. 


Twierdzenie 


Pole trójkąta jest równe iloczynowi połowy 
obwodu tego trójkąta i promienia okręgu 
wpisanego w ten trójkąt. 


р=2+0+с 


20 0 


Uwaga. Jeśli przez p oznaczymy połowę obwodu trójkąta: p = ł(a+b+c), to P = p-r. 


[р] Ćwiczenie 6 
Uzasadnij podany wzór na pole trójkąta, korzystając z powyższego rysunku. 


Ćwiczenie 7 
Oblicz poletrójkąta:o bokach 5, 5 i 6 opisanego na okręgu długości 3m. 


5.6. Okrąg wpisany w trójkąt 245 mamma 


Przykład 2 
Oblicz promień okręgu wpisanego w trójkąt prostokątny o przyprostokątnych 
długości 9 i 12. 
Oznaczmy a = 9 i b= 12. Obliczamy długość przeciwprostokątnej: 

с= М +1 = \//9° + 122 = VSI+144=15 
Obwód trójkąta jest równy a + b + c = 36, 


Promień r okręgu wpisanego 


a pole P = Sł = 812 = 54. Przekształcamy | w trójkąt o bokach a, b, с 
wzór na pole trójkąta P = 22+. r, gdzie r | oraz polu P wyraża się wzo- 
jest promieniem okręgu wpisanego w ten trój- rem: 2P 
tam 
kąt: PZA: 2:54 _ 108 _3 a+b+e 
 a+b+c 3 36 ` 
Ćwiczenie 8 


Oblicz promieñ okregu wpisanego w trójkat prostokatny o przyprostokatnych 
długości: a) 12116, b) 111, c) 10124, 4) 21 VB. 


Mówimy, że koło jest wpisane w trójkąt, gdy wpisany jest w niego okrąg 
ograniczający to koło. 


Ćwiczenie 9 
Wysokość opuszczona z wierzchołka kąta prostego trójkąta B 
ABC dzieli jego przeciwprostokątną na odcinki o długo- 
ściach 9 i 16 (rysunek obok). 

E] a) Uzasadnij, że trójkąty ABC, ACD i CBD są podobne. 
b) Oblicz długości boków trójkąta ABC. D 
c) Oblicz promień i pole koła wpisanego w trójkąt ABC. 
d) Oblicz promień i pole koła wpisanego w trójkąt ACD 
oraz promień i pole koła wpisanego w trójkąt CBD. c A 


S 


Ćwiczenie 10 

Podstawa trójkąta równoramiennego ma długość z, a jego ramię — długość y. 
Oblicz promień okręgu wpisanego w ten trójkąt. 

a) z = 12, y = 10 b) r=10,y=13 


Ćwiczenie 11 

a) Na okręgu o promieniu 3 opisano trójkąt równoramienny o kącie między 
ramionami równym 120°. Oblicz długości boków tego trójkąta. 

b) W trójkąt równoramienny o kącie przy podstawie równym 30° wpisano 
okrąg o promieniu 2. Oblicz pole tego trójkąta. 
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Zadania 


[р] 1. Uzasadnij. że pole trójkąta równobocznego o boku długości a wyraża się 
wzorem P = Bar, gdzie r jest promieniem okręgu wpisanego w ten trójkąt. 


2. a) Oblicz pole trójkąta równobocznego opisanego na okręgu o promieniu 2. 
b) Oblicz stosunek pola koła opisanego na trójkącie równobocznym o boku 
długości a do pola koła wpisanego w ten trójkąt. 

3. a) Przeciwprostokątna trójkąta prostokątnego ma długość 8, a jeden z ką- 
tów ostrych ma miarę 30°. Oblicz promień okręgu wpisanego w ten trójkąt. 
b) W trójkącie prostokątnym krótsza przyprostokątna ma długość 6, a je- 
den z kątów ma miarę 60°. Oblicz długość okręgu wpisanego w ten trójkąt. 

[р] 4. Uzasadnij, że promień r okręgu wpisanego w trójkąt prostokątny o przy- 
prostokątnych a, b oraz przeciwprostokątnej c wyraża się wzorem: 
r =;(a+b- c) 
5. Na okręgu o promieniu 2 opisano trójkąt prostokątny. Oblicz jego pole, jeśli 


odległość środka okręgu od wierzchołka jednego z kątów ostrych trójkąta 
jest równa 2y10. 


6. Obwód trójkąta równoramiennego o ramieniu długość 
Oblicz długość okręgu wpisanego w ten trójkąt. 


т jest równy q. 


a) r=15, q=54 b) 1 =13, q=50 


7. Na okręgu opisano trójkąt równoramienny o podstawie długości 8. Oblicz 
promień tego okręgu, jeśli jego środek dzieli wysokość trójkąta opuszczoną 
na podstawę w stosunku 2:3 (liczymy od podstawy trójkąta). 


8. W trójkąt równoramienny o podstawie długości 6 cm i wysokości 4 cm 
wpisano koło oraz w trójkąt równoramienny o podstawie długości 8 cm 
i wysokości 3 cm wpisano koło. Oblicz różnicę pól tych kół. 


9. W trójkąt równoramienny o podstawie długości 4 cm i ramieniu długości 
6 cm wpisano okrąg. Oblicz promień tego okręgu oraz odległości środka 
okręgu od wierzchołków tego trójkąta. 


10. W trójkąt wpisano okrąg o promieniu 4. Jeden z boków tego trójkąta 
został podzielony przez punkt styczności okręgu na odcinki o długościach 
4 i 4V3. Oblicz długości pozostałych boków tego trójkąta. 


5.6. Okrąg wpisany w trójkąt 247 mamma 


arto pov 


Czworokąty wypukłe 


Wielokąt nazywamy wypukłym, gdy odcinek łączący 


dowolne dwa punkty tego wielokąta jest w nim za- 


B 


warty. Wszystkie kąty wewnętrzne wielokąta wypu-  Czworokąt ABCD nie jest 
kłego są wypukłe. Wielokąt, który nie jest wypukły, wypukły. 


nazywamy wklęsłym. 


czworokąty 
3 e ( 
Czworokątami wypukłymi trapczy 
są m.in.: kwadraty, romby, 


prostokąty, równoległoboki 
i trapezy. 


równoległoboki | | 


Kwadrat 

* Wszystkie kąty są proste, 
wszystkie boki są równej dłu- 
gości. 

» Przekątne są równej długo- 
ści, są do siebie prostopadłe, 
a punkt ich przecięcia dzieli 
je na połowy. 


Romb 


SCH 1 
AX a P=}łd-d=a-h 
Gah 


a 
* Wszystkie boki są równej długośc 
przeciwległe boki są równoległe, przeciw- 
legle kąty są równe. 

e Przekątne są do siebie prostopadłe, 
a punkt ich przecięcia dzieli je na połowy. 
e Suma kątów wewnętrznych przy jed- 
nym boku jest równa 180°. 


Trapez 
b 
_ (ażb)h 
Ga 
a 
* Ма co najmniej jedną parę boków 
równoległych. 


e Suma kątów wewnętrznych przy każ- 
dym z ramion jest równa 1807. 
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szystkie kąty są proste, przeciwle- 
gle boki są równe i równoległe. 

» Przekątne są równej długości, a punkt 
ich przecięcia dzieli je na połowy. 


Równoległobok 
P=a:h 


a 


» Przeciwległe boki są równe i równole- 
gle, przeciwległe kąty są równe. 

+ Punkt przecięcia przekątnych dzieli je 
na połowy. 

• Suma kątów wewnętrznych przy jed- 
nym boku jest równa 1807. 


Trapez równoramienny 
b 


e W trapezie równoramiennym, który 
nie jest równoległobokiem, przekątne 
są równej długości, a punkt ich prze- 
cięcia dzieli je na połowy. 


*5.7. Okrąg opisany na czworokącie 


Okrąg jest opisany na czworokącie, jeżeli wszystkie wierz- 
chołki czworokąta należą do okręgu. Mówimy też, że 
czworokąt jest wpisany w okrąg. 
Na czworokącie można opisać okrąg wtedy i tylko wtedy, 

gdy symetralne jego boków przecinają się w jednym 

punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest środkiem okręgu opi- na 
sanego. 


Nie na każdym czworokącie można opisać okrąg. 


[р] Ćwiczenie 1 
Uzasadnij, że równoległobok, na którym można opisać okrąg, jest prosti 
tem. 


Twierdzenie 


Na czworokącie można opisać okrąg wtedy i tylko wtedy, gdy Ga 
sumy miar przeciwległych kątów tego czworokąta są równe | £ O 
i mają po 180°: 

a+y=ß+ő = 180 


[р] Ćwiczenie 2 
Udowodnij, że jeżeli na czworokącie można opisać 
okrąg, to sumy miar przeciwległych kątów tego czwo- 
rokąta są równe i mają po 180°. Skorzystaj z: 
a) rysunku obok, 
b) twierdzenia o kącie środkowym i kącie wpisanym 
opartych na tym samym łuku (str. 235). 


Ćwiczenie 3 
Kąty ai 8 to sąsiednie kąty wewnętrzne czworokąta. Oblicz miary pozostałych 
kątów tego czworokąta, jeżeli wiadomo, że można na nim opisać okrąg. 


°, В = 60° b) a = 100°, 8 = 50° с) а = 120°, 8 = 150 


a) a= 


Ćwiczenie 4 
Oblicz miary kątów wewnętrznych czworokąta ABCD, jeżeli wiadomo, że na 
czworokącie tym można opisać okrąg, oraz spełnione są podane warunki. 


a) 4A=240,4B=! b) 44=34C, 4B=24C 


5.7. Okrąg opisany na czworokącie 249 mam 


[р] Ćwiczenie 5 
Uzasadnij, że trapez, na którym można opisać okrąg, jest równoramienny. 


Ćwiczenie 6 
Na trapezie o kolejnych kątach: a. 8, y i ó można opisać okrąg. Oblicz miary 
kątów tego trapezu, jeśli wiadomo, że y = 4a. 


Przykład 1 

Jedna z podstaw trapezu ABCD, wpisanego w okrąg o promieniu 2, jest 

średnicą tego okręgu, a jeden z jego kątów ma miarę 60°. Oblicz długości 

przekątnych tego trapezu. 

Na trapezie można opisać okrąg, więc jest to trapez 2—6 

równoramienny ~ jego przekątne mają równą dłu- 

gość. Kąt ADB jest kątem prostym (jest oparty na 0) 

średnicy), zatem sin 60° = £ i stąd: A B 
z=4: 2/8 


Każda z przekątnych ma długość 23. 


Ćwiczenie 7 

a) Oblicz obwód trapezu z powyższego przykładu. 

b) Jedna z podstaw trapezu jest średnicą opisanego na nim okręgu. Ramię 
trapezu ma długość 1 cm, a jego przekątne przecinają się pod kątem 60°. 
Oblicz obwód tego trapezu. 


Mówimy, że koło jest opisane na czworo! 
ograniczający to koło. 


ie, gdy opisany jest na nim okrąg 


Zadania 


1. Czy na czworokącie o podanych kolejnych kątach, gdzie a > 0, można 
opisać okrąg? 
a) а, 2a, За, 4a b) 2a, a, 4a, 5a с) За, 4a, За, 2a 


2. a) Oblicz pole koła opisanego na prostokącie о bokach długości 6 i 10. 
b) W okrąg o promieniu 20 wpisano prostokąt. Stosunek długości jego 
boków jest równy 3:4. Oblicz pole tego prostokąta. 


3. Przekątne prostokąta przecinają się pod kątem 60°. Oblicz pole koła opi- 
sanego na tym prostokącie, jeśli wiadomo, że długość równą 6 em ma jego: 
a) krótszy bok, b) dłuższy bok. 
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4. a) Na trapezie, którego wysokość jest równa 4 cm, opisano okrąg o pro- 
mieniu 5 cm. Oblicz obwód tego trapezu, jeśli wiadomo, że jedna z jego 
podstaw jest średnicą tego okręgu. 

b) Jedna z podstaw trapezu jest średnicą opisanego na nim okręgu. Kąt 
między przekątną trapezu a tą podstawą ma miarę 30°, a wysokość trapezu 
jest równa 2 cm. Oblicz promień okręgu opisanego na tym trapezie. 


5. Na trapezie ABCD opisano okrąg o promieniu R = 5 (rysunek poniżej). 
Oblicz pole tego trapezu, jeśli |AB| = 8 oraz |C D| = 6. 


a >p b) 


6. Na trapezie ABCD opisano okrąg o środku w punkcie O i promieniu R. 
Kąt między dłuższą podstawą AB a promieniem okręgu poprowadzonym 
do punktu A jest równy 30°. Oblicz długości podstaw tego trapezu, jeśli 
jego wysokość jest równa h. 

a) R=4cm,h=5cm b) R=10cm,h=3cm 


7. W trapezie równoramiennym jedna z podstaw jest dwa razy dłuższa od 
drugiej, a przekątna jest dwusieczną kąta przy dłuższej podstawie. Oblicz 
długości boków tego trapezu, jeśli wiadomo, że jego pole jest równe 9 cm”. 
Oblicz pole koła opisanego na tym trape: 


[р] 8. a) Udowodnij, że jeśli na deltoidzie o bokach т i y można opisać okrąg, to 


pole tego deltoidu wyraża się za pomocą wzoru: P = zy. 


b) Oblicz promień okręgu opisanego na deltoidzie o bokach długości 7 cm 
i 24 cm. 


9. Na deltoidzie o polu równym 312 opisany jest 
okrąg o promieniu 13 (rysunek obok). Oblicz 
obwód deltoidu oraz pole trójkąta АОР. 
D B 
*10. Na czworokącie ABCD opisano okrąg o pro- 
mieniu 6. Boki AD i DC mają równe długo- 


ści, a kąt АВС ma miarę 120°. Oblicz pole 
tego czworokąta, jeśli wiadomo, że stosunek pól 
trójkątów ABD i BCD jest równy 2:1. 


5.7. Okrąg opisany na czworokącie 251 um 


Twierdzenie Ptolemeusza 


Poniższe twierdzenie przypisywane jest Klaudiuszowi Ptolemeuszowi, grec- 
kiemu astronomowi i matematykowi żyjącemu w Aleksandrii w II wieku n.e. 


Twierdzenie 
Jeśli na czworokącie ABCD można opisać okrąg, to D 
suma iloczynów długości przeciwległych boków tego A 
czworokąta jest równa iloczynowi długości jego prze- 
kątnych: 
|AB|- |CD| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD| С 


w 


Dowód 
Na przekątnej АС wybieramy punkt P tak, by kąty D 
ADB i CDP były równe. Ponieważ kąty ABD i ACD 
są równe (jako kąty wpisane oparte na tym samym 
luku), trójkąty ABD i PCD są podobne. 
Zatem KE = sal i stąd: 

|AB|: |CD| = |BD|-|PC| (1) 
Kąty CAD i CBD są równe (jako kąty wpisane oparte na tym samym łuku) 
oraz kąty BDC i ADP są równe (dlaczego?), więc trójkąty BCD i APD są 
podobne. 


180] e, Q y. 
арі = JAP] i stąd: 


|AD|-|BC| = |BD]| : Wan (п) 
Równości (I) i (П) dodajemy stronami i otrzymujemy: 
|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = |BD| : |AP| + |BD| : |PC| = 
= |BD|: (|AP| + |PC|) = |BD|. |AC| 


> 


Zatem 


[р] 1. Korzystając z twierdzenia Ptolemeusza, udowodnij twierdzenie Pitagorasa. 
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x e 
5.8. Okrąg wpisany w czworokąt 
Okrąg jest wpisany w czworokąt, jeżeli wszystkie к? > 
boki czworokąta są styczne do tego okręgu. Mówimy A 
DEE м 
W czworokąt wypukły można wpisać okrąg wtedy al 


i tylko wtedy, gdy dwusieczne kątów wewnętrznych tego czworokąta przecinają 
się w jednym punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest środkiem okręgu wpisanego. 


Nie w każdy czworokąt można wpisać okrąg. 


[р] Ćwiczenie 1 
Uzasadnij, że prostokąt; w 'który można wpisać okrąg, jest kwadratem. 


Twierdzenie 


W czworokąt wypukły można wpisać okrąg wtedy 

i tylko wtedy, gdy sumy długości przeciwległych bo- 

ków tego czworokąta są równe: 
a+c=b+d 


[р] Ćwiczenie 2 
Skorzystaj z rysunku obok i udowodnij, że 
jeśli w czworokąt wypukły można wpisać 
okrąg, to sumy długości przeciwległych bo- 
ków tego czworokąt. równe. 


Ćwiczenie 3 A We Dé B 
Czy w czworokąt wypukły o podanych długościach kolejnych boków można 
wpisać okrąg? 

a) 1,5,3,7 b) 14, 9, 8, 13 c) 25, 16, 15, 24 


[р] Ćwiczenie 4 
Uzasadnij, że równoległobok, w który można wpisać okrąg, jest rombem. 


Na rysunku obok przedstawiono czworokąt, w który nie można 
wpisać okręgu, mimo że sumy długości przeciwległych boków 
są równe: 


a 


|AB| + |CD] = |AD| + |BC| A 
Przykład ten pokazuje, że w twierdzeniu powyżej 
założenie, że czworokąt jest wypukły, jest istotne. 
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Przykład 1 

Ramię trapezu równoramiennego ma długość 5, a jego dłuższa podstawa ma 
długość 8. W trapez ten wpisano okrąg. Oblicz promień tego okręgu oraz pole 
trapezu. 


W trapez wpisano okrąg, zatem sumy długości 
przeciwległych boków tego trapezu są równe: 
8 +b=5+5, stąd b = 2. Zauważ, że: 

ab _ 8-2 

|АЕ| = 52 = = =3 

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczamy 
wysokość trapezu: h2 = 5? — 32 = 16, czyli h = 4. 
Promień okręgu wpisanego w ten trapez jest równy połowie jego wysokości, 
czyli r =2. 
Pole trapezu: P = 


atb p = 8+2 


2 2 1=20. 


Ćwiczenie 5 

a) W trapez równoramienny o podstawach długości 8 cm i 18 cm jest wpisany 
okrąg. Oblicz pole tego trapezu. 

b) Na okręgu o promieniu 2 cm opisano trapez, którego ramiona mają długości 
5 em i 7 em. Oblicz obwód i pole tego trapezu. 

c) W trapezie równoramiennym opisanym na okręgu o promieniu 4 cm, jedna 
z podstaw jest o 12 cm dłuższa od drugiej. Oblicz pole i obwód tego trapezu. 


[р] Ćwiczenie 6 
Skorzystaj z rysunku obok i uzasadnij, że pole P 
czworokąta o obwodzie równym l opisanego na 
okręgu o promieniu r wyraża się wzorem: 


Р = {ті 


Zadania 


1. a) Podstawy trapezu równoramiennego mają długości 5 cm i 9 cm. Oblicz 
długość ramion i pole tego trapezu, jeżeli można w niego wpisać okrąg. 
b) Podstawy trapezu prostokątnego mają długości 1 cm i 3 cm. Oblicz 
długości ramion tego trapezu, jeśli można w niego wpisać okrąg. 


2. Oblicz pole trapezu równoramiennego o ramieniu długości 10 cm opisanego 
na okręgu o promieniu 4 cm. 


3. W trapez równoramienny (niebędący rombem) o kącie ostrym 45° wpisano 
okrąg o promieniu 1 em. Oblicz długości podstaw tego trapezu. 
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[р] 10. a) Uzasadnij, że w dowolny deltoid można wpi: 


. Trapez ABCD jest opisany na okręgu o promieniu 3. Oblicz pole i obwód 
tego trapezu. 
a) Dp 25 с b) йй 


А 15 В А В 


W trapez o kątach ostrych przy dłuższej podstawie 30° i 60° wpisano okrąg 
o promieniu 1 cm. Oblicz długości podstaw tego trapezu. 


Dłuższa z podstaw trapezu prostokątnego ma długość 6 cm, a promień 
okręgu wpisanego w trapez jest równy 1 cm. Oblicz długość krótszej pod- 
stawy tego trapezu. 


‚ a) W romb o boku długości 2 cm i kącie ostrym 60° wpisano koło. Oblicz 
pole tego koła. 


b) W romb o kącie ostrym 30° wpisano okrąg o promieniu р 

2 em. Oblicz pole tego rombu. c 
Czworokąt ABCD (rysunek obok) jest opisany na okręgu 

o promieniu 2. Wiadomo, że |AB| = 5 oraz |C D| = 

Oblicz pole zacieniowanego obszaru. ñ Е. 


Wykaż, że jeśli w trapez równoramienny (niebędący rombem) można wpi- 


8 


jego podstaw a i b, c 


okrąg, to wysokość tego trapezu h jest średnią geometryczną długości 


zyli h = Vab. 


é okrąg. 
b) Pole deltoidu wynosi 42 cm?, a jego obwód jest równy 28 cm. Oblicz 
pole koła wpisanego w ten deltoid. 


Czworokątem bicentrycznym nazywamy czwo- 
rokąt, w który można wpisać okrąg i na którym 
można opisać okrąg. Przykładem takiego czwo- 
rokąta jest kwadrat lub deltoid o dwóch kątach 
prostych. 

Pole czworokąta bicentrycznego o bokach dłu- 
gości a, b, c. d wyraża się wzorem: 


Р = Мака 
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Problem mostów królewieckich 


W ХУШ w. w Królewcu, mieście nad Pregołą, było aż siedem mostów. 

Czy można było przejść kolejno przez wszystkie mosty tak, aby każdy z nich 
przekroczyć tylko raz i wrócić do miejsca, z którego się wyruszyło? 

Na to pytanie odpowiedział w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler], 

a zaproponowane przez niego rozwiązanie zapoczątkowało rozwój teorii grafów. 


c с 
А L р А р 
в в 
Układ mostów w XVIIl-wiecznym Królewcu: jeden Układ mostów przedstawiony 
most łączy dwie wyspy (oznaczone A i D), sześć za pomocą grafu. Części miasta 
mostów łączy te wyspy z resztą miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B, 


Ci D są wierzchołkami, a mosty 
— krawędziami grafu. 


Stopniem wierzchołka grafu nazywamy liczbę krawędzi wychodzących z tego wierzchołka. 

W powyższym grafie stopień wierzchołka A jest równy 5, a stopnie wierzchołków B, C i D są 

równe 3. Jest to przykład grafu spójnego, w którym między dwoma dowolnymi wierzchołkami 
wiedzie droga prowadząca po jego krawędziach. 

Euler wykazał, że w spójnym grafie „spacer” po wszystkich krawędziach, zaczynający się i kończący 
w tym samym wierzchołku, wykorzystujący każdą krawędź dokładnie jeden raz, jest możliwy wtedy 

i tylko wtedy, gdy każdy z wierzchołków ma stopień parzysty. Taki graf nazywamy grafem 
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedź na pytanie 
dotyczące spaceru po mostach w Królewcu brzmi „nie”. 


Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje o grafach. 
Znajdź informacje о grafie półeulerowskim [czyt. półojlerowskim]. 


5.9. Wielokąty foremne 


Wielokątem foremnym nazywamy wielokąt, który ma wszystkie boki rów- 
ne oraz wszystkie kąty równe. 


Ćwiczenie 1 
Narysuj czworokąt oraz sześciokąt niebędące wielokątanii foremnymi; które 
mają: A) wsżystkie boki równe, b) wszystkię kąty równe: 


Ćwiczenie 2 
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokąt foremny? 


a) trójkąt с) pięciokąt e) siedmiokąt g) dziewięciokąt 
b) kwadrat d) sześciokąt f) ośmiokąt h) dziesięciokąt 


E © © © 


Na każdym wielokącie foremnym można opisać okrąg. Jego środek jest punk- 
tem przecięcia symetralnych boków tego wielokąta. 


Mówimy, że koło jest opisane na wielokącie, gdy opisany jest na nim okrąg 


ograniczający to koło. 


Przykład 1 
Na rysunku obok przedstawiono okrąg o środku O 
opisany na pięciokącie foremnym. Oblicz miarę kąta 
wewnętrznego tego pięciokąta. 


Kąt a ma miarę 28. = 72°. Zatem: TY 


B = 1(180° — 72°) = 54° 
czyli kąt wewnętrzny ma miarę równą 2 - 54° = 108°. 


[р] Ćwiczenie 3 
Uzasadnij, że kąt wewnętrzny n-kąta foremnego ma miarę równą 52 . 180°. 
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Na rysunku obok przedstawiono okrąg o środku O opi- 


===, 
sany па sześciokącie foremnym о boku a. Zauważ, że 
dłuższe przekątne sześciokąta dzielą go na sześć przysta- 
jących trójkątów równobocznych. Zatem promień okręgu 
opisanego na sześciokącie foremnym ma długość równą WN Z 
długości boku sześciokąta: R = a. 

w 
Ćwiczenie 4 


a) Oblicz długość okręgu opisanego na sześciokącie foremnym o polu 1503. 
b) Oblicz pole sześciokąta foremnego wpisanego w koło о polu 327. 


W dowolny wielokąt foremny można wpisać okrąg. Jego środek jest punktem 
przecięcia dwusiecznych kątów wielokąta. 

Mówimy, że koło jest wpisane w wielokąt, gdy wpisany 
jest w niego okrąg ograniczający to koło. 

Na rysunku obok przedstawiono okrąg o środku O wpi- 
sany w sześciokąt foremny o boku a. Promień tego okrę- 
gu wyraża się wzorem: 


r= 


ауз 
2 


Ćwiczenie 5 
a) Oblicz pole koła wpisanego w sześciokąt foremny o obwodzie 54 cm. 


b) Oblicz długości przekątnych sześciokąta foremnego opisanego na okręgu 
o długości 127 cm. 


[р] Ćwiczenie 6 
Dany jest n-kąt foremny o boku długości a opisany na okręgu o promieniu r. 
Uzasadnij, że pole tego wielokąta jest równe т or, 


Zadania 


1. Oblicz miarę kąta wewnętrznego: 
a) ośmiokąta foremnego, b) dziesięciokąta foremnego. 


2. Ile boków ma wielokąt foremny, którego suma miar kątów wewnętrznych 
jest równa: a) 720°, b) 900°, с) 1260°, d) 1440, е) 16207? 


3. Wyznacz różnicę między polem koła opisanego na danym wielokącie oraz 
polem koła wpisanego w ten wielokąt. 
a) kwadrat o boku a b) sześciokąt foremny o boku a 
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4. 


Dany jest sześciokąt foremny o boku a i polu P. Promień okręgu opisanego 
na tym sześciokącie jest równy R, a promień okręgu w niego wpisanego jest 
równy r. Przerysuj tabelę do zeszytu i ją uzupełnij. 


a R r Р. 
4 em W R, Л, 
2, бсш ⁄ Z 
Л, ; hij N, 16 cm? 
2) 2 12 cm H 


a) Podaj liczbę przekątnych sześciokąta foremnego. 


Przekątne ośmiokąta foremnego poprowadzone 
z jednego wierzchołka podzieliły ten ośmiokąt na 
sześć trójkątów (rysunek obok). Wyznacz miary 


kątów tych trójkątów. E LA a 
Uzasadnij, że pole ośmiokąta foremnego wpisanego a 2. 
w okrąg o promieniu 1 jest równe 2y2. H 

G 
Uzasadnij, że promień okręgu opisanego na ośmiokącie foremnym o boku a 
jest równy JaV4 + 2 /2. 
Uzasadnij, że promień okręgu wpisanego w ośmiokąt foremny o boku a 
jest równy ECA 
Dany jest n-kąt foremny o boku długości 2 cm. Uzasadnij, że różnica mię- 


dzy polem koła opisanego na tym wielokącie i polem koła wpisanego w ten 
wielokąt jest równa z em2, niezależnie od liczby boków wielokąta. 


Dany jest wielokąt foremny o boku a. Promień okręgu opisanego na tym 
wielokącie jest równy R, a promień okręgu wpisanego w ten wielokąt jest 
równy r. Uzasadnij, że a = 2/R7 — r2. 

a) Uzasadnij, że bok n-kąta foremnego wpisanego w okrąg o promieniu R 
ma długość 2Rsin 152, 

b) Uzasadnij, że promień okręgu wpisanego w n-kąt foremny o boku dłu- 
gości a jest równy $ - ctg 1807. 
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Wartości funkcji trygonometrycznych kątów: 18°, 36°, 54°, 72° 
Twierdzenie 


Przekątna pięciokąta foremnego o boku 1 ma długość równą YB, 


ny pięciokąt foremny ABCDE D 

о boku 1 (rysunek obok). Oznaczmy przez d 

długość jego przekątnej oraz niech: 
IFA|= = 

Trójkąty ABD i FAB są podobnymi trójką- 


tami równoramiennymi o kątach równych: 
72°, 72°, 36° (sprawdź). Zatem: 
= 1 
ZS 
1 


Trójkąt BFD jest równoramienny (jego kąty są równe 36°, 36°, 108°), więc 
|FB| = |FD| = d— z. W trójkącie FAB mamy: |FB| = |AB| = 1, stąd 
d— z = 1. Podstawiamy т = d — 1 do równania dr = 1 i otrzymujemy: 


44-1) =1 
d-d-1=0 
а= 152 lub а= 156 
Dodatnim rozwiązaniem tego równania jest liczba њи 
Przykład 


Oblicz sin 


że 4 DC B = 108° (rysunek powyżej), zatem: 


sin54” = МОВІ _ 1,1+у5 _ 14/5 
Р IDC] 2 2 4 


ji trygonometrycz- 
nych katów: 18°, 36°, 54°, 72° (rozpatrz 
trójkąty równoramienne ABD i BCD sina ? ЖЛ HB УУ 
z rysunku w dowodzie powyżej). a na- 


a 18° | 36° | 54° | 72° 


stępnie przerysuj do zeszytu przedstawio- 52/2092 
ną obok tabelę i ją uzupełnij. РОР 
ctga 7. E + 9 
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5.10. Twierdzenie sinusów 


Przypomnijmy. że rozwiązaniem trójkąta nazywamy wyznaczenie długo: 
jego trzech boków i miar jego trzech kątów. Jednym z twierdzeń wykorzy- 
stywanych do rozwiązywania trójkątów jest poniższe twierdzenie. 


Twierdzenie sinusów 
B 
W dowolnym trójkącie stosunki długości boków do 


sinusów przeciwległych kątów są równe średnicy М 
okręgu opisanego na tym trójkącie: y 
CEET A ZA AN L 


é 


Dowód. Udowodninm — = 2R. (Równości — = 
siny sina sin б 

dowodzi się analogicznie). Możliwe są trzy przypadki ze względu na kąt y. 

В 


1° Kąt 4 jest kątem prostym (rysunek po prawej). 
Mamy c = 2R oraz sin = 1, stąd 35 = 2R. 


2° Kąt 4 jest kątem ostrym (rysunek po 
B lewej). 
р Prowadzimy średnicę AD i rozważamy 
trójkąt ABD. Kąt ABD jest kątem 4 == С 
prostym, zatem R = siny. 


A с Katy 7 i p są oparte na tym samym łuku, czyli są równe, 
więc zę = siny. Stąd otrzymujemy: 
-2 = JR 
siny 


3° Kąt y jest kątem rozwartym (rysunek poniżej). 
Prowadzimy średnicę AD i rozważamy trójkąt ABD. 
Kąt ABD jest kątem prostym, zatem: 


2_ =2R 


snp 
Suma kątów 7 i g jest równa 180°, stąd: 


siny = sin(180” — р) = sing 


Zatem zachodzi równość RT. =2R. 


Uwaga. Jeżeli nie zostanie powiedziane, że jest inaczej, będziemy przyjmować, że boki 
trójkąta: a, b, с leżą odpowiednio naprzeciw kątów: a, 2. y. 
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Jeśli dane są dwa kąty i bok trójkąta, to do jego rozwiązania możemy skorzy- 
stać z twierdzenia sinusów. Tam, gdzie jest to potrzebne, odpowiednie wartości 
można odczytać z tablic wartości funkcji trygonometrycznych (str. 384). 


Przykład 1 
Rozwiąż trójkąt ABC (rysunek obok), w którym dane 
są kąty a = 50° i 8 = 67° oraz bok c = 4. 


с 
AN 


Obliczamy miarę kąta 7: b a 

1 = 180° — (50° + 67°) = 180° — 117° = 63 

Długości boków a i b obliczamy, korzystając z twier- AŃ Lei 
dzenia sinusów: A 4 В 


4sin507 _ Q 
^ =Z, zatem a= = s: IAA 
sina siny sin 63 
b 


— = —. zatem b= 
sing siny 


[F Ćwiczenie 1 
Rozwiąż trójkąt o danych kątach i boku. 
a) а= 45°, 8 = 60°, с= 6 с) а = 40°, y = 50°, b = 10 
b) а= 30°, 8 = 105°, с= 8 d) 8 = 69, y = 35°, а = 5 


Twierdzenie sinusów pozwala również rozwiązać trójkąt, gdy dane są dwa jego 
boki i kąt leżący naprzeciw jednego z tych boków. 


Przykład 2 

Rozwiąż trójkąt ABC (rysunek obok), w któ- 
rym dane są długości boków a = 5 i b = 4 
oraz kąt a = 30°. 


Na podstawie twierdzenia sinusów: 


Z tablic odczytujemy, że 8 z 24°, sin 8 = 0,4 również dla 3 = 156°, ale tę mo- 
źliwość odrzucamy, gdyż 156° + 30° > 1807, 
zatem y я 180° — (30° + 24°) = 126°. 


“k Ж с 
Z równości —— = — 
sina siny 


obliczamy długość boku c: 


asiny _ 5sin126° _ 5-0,81 
sina © sin30* 0,5 


=8,1  sin126* = sin(180° — 54°) 
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E] ćwiczenie 2 
Deene dek Боен Кад. 
a) a = 7, b = 6, a = 80° c) b= 9, c = 10, y = 45° 
b) a=3,b=6,0= d) b=5,c=4,8=60 


[р] Przykład 3 
Uzasadnij, że nie istnieje trójkąt o bokach a = 3, b = 9 i kącie a = 30°. 


Załóżmy, że taki trójkąt istnieje. Wówczas na podstawie twierdzenia sinusów 
prawdziwa jest równość: 3 


Stąd otrzymujemy: 


sin g = H 


Z otrzymanej sprzeczności wynika, że taki trójkąt nie istnieje. 


[р] Ćwiczenie 3 
Uzasadnij, że nie istnieje trójkąt spełniający podane warunki. 
a) a = 3, b = 2, 3 = 60° b) a = 2, b = 4, а = 45° 


Przyktad 4 
Rozwiąż trójkąt o bokach a = 5 i b = 8 oraz kącie a = 30°. 


Wyznaczamy miarę kąta 8: š 
@ x 


А : Korzystamy z twierdzenia sinusów. 
sina sin б 


Hena = 8530 _ us 


Z tablic (str. 384) odczytujemy, że sind = 0,8 dla kąta ostrego B, = 53°. 
Zauważmy, że sin = 0,8 również dla kąta % = 180° — 3, m 127. Kąt 82 
spełnia warunki zadania, gdyż 127° + 30° < 1807. 

Zatem warunki zadania spełniają dwa trójkąty: 

e trójkąt o kątach: a = 30°, 8, ~ 53°, • trójkąt о kątach: a = 30°, 8 я 127°, 
mum 180° — (30° + 53°) = 97° Y2 % 180° — (30° + 127°) = 23° 


ó ia —© i т ó AC ZE i = 
Z równania z obliczamy: Z równania 22 = ш. obliczamy: 
asin a 
со = 28181 99 (= = 3,9 


sina 
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Rozpatrzmy dwa odcinki a i b oraz kąt ostry a, z których chcemy zbudować 
trójkąt taki, że kąt a będzie leżał naprzeciwko boku a. Może wówczas 
zachodzić jedna z poniższych sytuacji: 


` 


' 
' 
ih `a 
' ` 
а SZ 
a < bsina a =bsina bsna < a < b ażb 
"Taki trójkąt "Trójkąt jest Istnieją dwa Istnieje jeden 
nie istnieje. prostokątny. takie trójkąty. taki trójkąt. 
E] ćwiczenie 4 
Rozwiąż trójkąt o danych bokach i kącie. 
а) a = 3, b = 5, а = 30° с) a = 9, b = 10, а = 60 
b)a=8,b=10,a = 45° d) a=1,b=2, 8 = 45° 
Zadania 


1. Oblicz miary pozostałych kątów trójkąta ABC. 
a) |AB| = уб, |BC| = 3, 4BAC = 60° 
b) |AC| =3V6, |BC| = 9. 4BAC = 120 

2. a) Bok trójkąta położony naprzeciw kąta o mierze 120° ma długość 10. 
Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 
b) Kąt rozwarty trójkąta wpisanego w okrąg o promieniu б ma miarę 135°. 
Oblicz długość boku trójkąta położonego naprzeciw tego kąta. 

[р] c) Kąt przy podstawie trójkąta równoramiennego ma miarę 15°. Uzasad- 

nij, że promień okręgu opisanego na tym trójkącie jest równy długości 
podstawy trójkąta. 


Rozwiąż trójkąt o danych bokach i kącie. 


a) a = 4, b = 6, a = 30 c) b=11, c= 12, 8 = 60° 

b) a =9, b= 10, a = 45 d) a = 10, c = 20, y = 150° 
4. Oblicz promień okręgu opisanego na trójkącie ABC, jeś 

a) a=4,a=135, d) a = 7, а = 120°, 

b) a = 7, 8 = 107°, y = 43°, e) a=3,8=30,a=4, 

с) b= 10, 8 = 135°, f) c= 1, а= 8 = 45°. 
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. W momencie, gdy promienie słoneczne tworzą z po- 
wierzchnią ziemi kąt 307, cień drzewa jest o 12 m 
dłuższy niż wtedy, gdy tworzą one kąt 40°. 
Oblicz wysokość drzewa. 


Е 6. Rozwiąż trójkąt ABC, jeśli: 12 m 
а) b= 10, а = 30°, 8 = 75°, d) b= 6, e=5, 8 = 20°, 
b) b= 6, а = 45°, y = 75°, e) a=5,c=7,1=110, 
с) a = 12, b = 16, а = 30°, f) a=6,c=3,7=40. 


El 7. Dane są kąty a i 8 trójkąta wpisanego w okrąg o promieniu 6 cm. Oblicz 
obwód trójkąta, jeśli: 
a) а = 45°, 


=60, b) а= 30°, 8 = 135°. 
z 
[р] 8. Półprosta CP jest dwusieczną kata 7 w trój- A 
kącie ABC (rysunek obok). Korzystając S 
z twierdzenia sinusów, udowodnij równość: 


Z= LX 


ech c b A 
[р] 9. Dany jest trójkąt o bokach a, b, с oraz kątach a, 8, y. Wyprowadź wzór: 
a b._ e 
sina smp siny 


korzystając z tego, że pole dowolnego trójkąta wyraża każda z równości: 
P=gabsiny, Р = kacsin8, Р = }bcsina 


[р] 10. Uzasadnij, korzystając z twierdzenia sinusów, że 
pole dowolnego trójkąta o bokach a, b, c wyraża 
się za pomocą wzoru: 
AI Ò 
AR 
gdzie R jest promieniem okręgu opisanego na tym RO e 
trójkącie. 


[р] 11. Niech a i 8 będą kątami ostrymi trójkąta takimi, że a > 8. Uzasadnij, że 
bok a jest dłuższy od boku b. 


c 
12. W okrąg wpisano trójkąt równoboczny ABC (ry- 
sunek obok). Punkt P należy do łuku AB. 
a) Oblicz sinus kąta PAC, jeśli |AC| = 6 oraz 
|PC| =3v2+ уб 
EI b) Wytaż, że |AP| + |BP|= |CP]. 4 5 
P 
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5.11. Twierdzenie cosinusów (1) 


Twierdzenie cosinusów 
Dla dowolnego trójkąta (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe B 
są następujące zależności: 

а? =b? + ©? — Zbccosa 
2 = а? + c? — 2accos 8 
сї = а? +b? — Zabcosy 


ść c? = а? + b? — 2abcos7. (Pozostałe dwie za- 
leżności dowodzi się analogicznie). Możliwe są trzy przypadki ze względu na 
kąt y. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ćwiczenie 1.). 


Dowód. Udowodnimy zależni 


1° Kąt y jest kątem prostym, czyli trójkąt ABC jest prostokątny. 
Wówczas cosy = 0 i równość przybiera postać c” = а? + b? ~ jest ona 
prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa. 


Уу 


Kąt y jest kątem ostrym (rysunek poniżej). 
Dowód przeprowadzimy przy założeniu, że 4 BAC jest ostry. 
Z wierzchołka B ор my wysokość h. Punkt D dzieli B 
bok AC na dwa odcinki o długościach: 

|DC| =acosy, |AD| = b – acosy ç Q 
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trójkątów 
CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio: 


2 2 D c 
22 55а. =—— ИНЫЕ, 
№ = a — (00087) EMG A 
oraz: 
h? — (b — acos 7)? 
Zatem: ч А 
©? — (b= acosy a? — (а соз)? 
с? — b? + 2abcosy — a? cos? y = a? — а? сов? y 
i ostatecznie c? = a? + b? — 2abcos4. 
[р] Ćwiczenie 1 В 
Udowodnij, że c? = а? +b? — 2abcosy w przypadku, 
gdy y > 90° (rysunek obok). с, 
Wskazówka. Zauważ, że |C D| = а cos(180° —7), a następ- 
nie wyznacz h?, korzystając z twierdzenia Pitagorasa dla (ADA A 
trójkąta BCD oraz dla trójkąta BAD. A Bt g D 
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[р] Ćwiczenie 2 
Uzasadnij, że z twierdzenia cosinusów wynika twierdzenie odwrotne do twier- 
dzenia Pitagorasa. 


Przykład 1 
Rozwiąż trójkąt o bokach a = 23 i b = 6 oraz kącie y = 30°. 
Aby obliczyć długość boku c, korzystamy z twierdzenia cosinusów: 
с? = а? +b? — 2abcosy 

©? = (2VB)? +67 — 2-2V8-6-c0830' =12+36- 4V3: F =12 ç 
Stąd c = V12 = 23. 
Zatem jest to trójkąt równoramiemny o kątach: 
а = 30°, 8 = 120°, y = 30°. 


Ćwiczenie 3 

Oblicz długość trzeciego boku trójkąta ABC, j 

a) a = 5, b= 7, y = 60°, c) a=3, c= 2⁄2, 8 = 45°, 
b) а= 5, b= 7, y = 150°, d) b= 3, c = 2V3, а = 135°. 


Twierdzenie cosinusów pozwala również wyznaczyć kąty trójkąta, gdy dane 
są długości wszystkich jego boków. 


Przykład 2 
Wyznacz miary kątów trójkąta o bokach: a = 6, b = Зу, c = 3V10. 


Wyznaczamy miarę kąta 7: 


a? +b? — 2abcosy Korzystamy z twierdzenia 


P 


cosinusów. 
Stąd: e 
у= а2+02-с2 _ 36+18-90 _ _ 36 __1__\у/7 
U E? 36/2 36у5 — у 2 


Zatem y = 135°. 
Wyznaczamy miarę kąta a: 


а? = 2 + 2 — 2bccosa Korzystamy z twierdzenia 


cosinusów. 
Stąd: 
— b+c-a? _ 18+90-36 _ 72 _ 2 _ 2у5 
аа аттата m 0,8944 


Z tablic (str. 384) odczytujemy: a = 2 


Wyznaczamy miarę kąta 5: 
В = 180° — (a + 7) ~ 18°30 
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Ćwiczenie 4 
Wyznacz miary kątów trójkąta o podanych bokach. 


a) a=1,b=1, c= V2+ v3 b) a= V2, b=2,c=1+ 53 


Zadania 


1. Oblicz długość trzeciego boku trójkąta ABC. 
a) a = 4, b = V3, y = 30° c) a =2, b = 6, y = 120° 
b) b= 5, c = 3V2, a = 45° d) a = 2V3, c = 4, 8 = 150° 


2. Dane są długości dwóch boków trójkąta ABC: a = 6 i b = 10. Oblicz 
długość boku c, jeś że siny = H oraz kąt y jest: 


a) ostry, b) rozwarty. 


3. Dane są długości a, b dwóch sąsiednich boków równoległoboku oraz kąt y 
wyznaczony przez te boki. Oblicz długości przekątnych tego równoległo- 


boku. 
a) a = 2, b = 4V3, y = 30 c) а= 5, b= 3, y = 60° 
b) a= 4, b = 2⁄2, y = 45 d) a = 6, b = 8, = 120° 


4. Oblicz miarę kata 8 trójkąta ABC. 
a) a=5,b=v19,c=3 b) a=v2,b=vV10,c=2 


5. Wyznacz miary kątów trójkąta o podanych bokach. 


a) а= 2V3, = 43, с=6 b) а= уб, b = 2V3, c= V3 +3 


El 6. Wyznacz miary kątów trójkąta o podanych bokach. 
a) a=2,b=3,c=4 b) a=3,b=5c=7 


7. a) Jeden z boków trójkąta jest trzykrotnie dłuższy od drugiego boku, a kąt 
między nimi zawarty jest równy 60°. Oblicz długości tych boków, jeśli 
wiadomo, że trzeci bok tego trójkąta ma długość 7. 

b) Jeden z boków trójkąta jest czterokrotnie dłuższy od drugiego boku, 
a kąt między nimi zawarty jest równy 120°. Oblicz długości tych boków, 
jeśli wiadomo, że trzeci bok tego trójkąta ma długość 21. 


8. W trapezie ABCD dłuższa podstawa AB ma długość 8v3, a kąt BAD 
jest równy 60°. Przekątna АС ma długość 6 i zawiera się w dwusiecznej 
kąta BAD. Oblicz obwód tego trapezu. 
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5.12. Twierdzenie cosinusów (2) 


Aby rozwiązać trójkąt, gdy mamy dane długości jego dwóch boków i miarę 
kąta położonego naprzeciwko jednego z nich, możemy skorzystać z twierdzenia 
sinusów lub postąpić tak, jak w przykładzie poniżej. 


Przykład 1 

W trójkącie ABC (rysunek obok) dane są |AC| = 4 
i |BC| = 5 oraz 4 BAC = 60°. Oblicz długość 

boku AB. 


Korzystamy ze wzoru а? = b? + c? — 2bccosa: 
25 = 16+ —2-4-c-cos60 
Otrzymujemy równanie kwadratowe: 
©-4c-9=0 
А =16+36 = 52, VA=2V13 
Stąd: уз 


-2V13 
2 


Gz E =2+V13 
ówną 2 + v13. 


=2— VB < 0 (sprzeczność) 
lub 


Zatem bok AB ma długoś 


Zauważ, że równanie а? + c? — 2bc cosa, gdzie nieznany jest bok c, może 


mieć dwa rozwiązania, jedno rozwiązanie lub nie mieć rozwiązań. 


Ćwiczenie 1 

Oblicz długość trzeciego boku trójkąta ABC, jeśli: 
a) |AC| =8, |BC|=7, 4BAC = 60°, 

b) [AC] = 5, |AB| = 8, $ ABC = 45°. 


[EF] ćwiczenie 2 
W trójkącie ABC dane są długości boków: |AC| = 2V6 i |BC| = 2v3 oraz 
miara kąta BAC równa 30°. Rozwiąż ten trójkąt. 


Ё Ćwiczenie 3 
Rozwiąż trójkąt ABC. jeśli: 
a) b= б, c= 6V2, 8 = 45°, c) a=3+ v3, b = 3v2, 3 = 60°, 
b) a = 4, b = 2 + 2\/3, ү = 30°, d) a = 207, c = 2, e = 120°. 
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Twierdzenie 


W trójkącie naprzeciwko większego kąta leży dłuższy bok. 


Dowód 
Niech a będzie kątem ostrym. Możliwe są trzy przypadki ze względu na kąt 8. 
1° Kąt 8 jest kątem ostrym (rysunek obok). Załóżmy, że A 
а < 3, wówczas sina < sin 8, czyli 2 
wie twierdzenia sinusów: 


zatem a=b. = 


Së D 


Kąt 8 jest kątem prostym. Wówczas 2 jest największym kątem trójkąta, 
a przeciwprostokątna jest jego najdłuższym bokiem. с, 


Ki 


c 


Ki 


` Kąt 8 jest kątem rozwartym (rysunek obok). Rozważmy 
trójkąt prostokątny ABC; taki, że |BC;| = |BC|. Wów- 
czas a < |AG,| oraz z twierdzenia cosinusów wynika, 
że |AC;| < b (gdyż cos < 0). Zatem a < b. Р 

Ćwiczenie 4 

a) Oblicz długość najdłuższego boku trójkąta, którego dwa krótsze boki mają 


długości 2 cm i 2V3 cm, a jeden z kątów ma miarę 1507. 


b) Suma miar dwóch kątów trójkąta ostrokątnego jest równa 135°, a jego dwa 
dłuższe boki mają długości 3Y2 em i (3 + v3) em. Oblicz długość trzeciego, 
najkrótszego boku tego trójkąta. 


[р] Przykład 2 
Dany jest trójkąt o bokach 2, 3 i 4. Kąt a jest najmniejszym kątem tego 
trójkąta, a kąt 2 ` największym. Wykaż, że dla kątów tego trójkąta zachodzą 
zależności: sin 8 = 2sin a oraz cos 8 = —? cosa. 


Kąt a leży naprzeciwko najkrótszego boku trójkąta, a kąt 8 — 
naprzeciwko najdłuższego. Z twierdzenia sinusów: 
зи 
sina ` sing 
zatem sin 8 = 2sin a. 1 


Korzystamy z twierdzenia cosinusów: 


Zatem cos 8 = —? cosa. 
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[р] Ćwiczenie 5 
Dany jest tre t o bokach 4, 5 i 6. Wykaż, że sin8 = 2sina cosa, gdzie a 
jest najmniejszym kątem tego trójkąta, a 3 ~ największym. 


[р] Przykład 3 
a) Wykaż, że trójkąt o bokach długości: a = 4, b = 6i c =9 jest rozwartokątny. 
Bok c jest najdłuższym bokiem trójkąta, zatem kąt 7 jest jego największym 
kątem. Obliczamy cosy, korzystając z twierdzenia cosinusów: 
= 22 
48 
Otrzymaliśmy cosy < 0, więc y Є (90°; 180°). Oznacza to, że trójkąt jest 
rozwartokątny. 


b) Мукай, że trójkąt o bokach długości: a = 9, b = 7 i c = 6 jest ostrokątny. 


Bok a jest najdłuższym bokiem trójkąta, zatem kąt a jest jego największym 
kątem. Obliczamy cosa, korzystając z twierdzenia cosinusów. 

„no — Prea _ 724-62-92 4 _ 1 

SWOT" e уо Bed Ga 
Otrzymaliśmy cosa > 0, więc а € (0°;90°). Największy kąt trójkąta jest 
kątem ostrym, co oznacza, że trójkąt jest ostrokątny. 


Ćwiczenie 6 
Oblicz cosinus kąta leżącego naprzeciw najdłuższego boku trójkąta o bokach 
a, b, с. Czy trójkąt ten jest ostrokątny, prostokątny, czy rozwartokątny? 


a) a=8,b=7,c=5 с) a=10,b=11,c=4 
b) a=25,b=7,c=24 d) a = 6, b= 20, c = 21 
Zadania 


1. Oblicz cosinus największego kąta trójkąta o bokach a, b, c. Czy środek 
okręgu opisanego na tym trójkącie leży wewnątrz trójkąta? 
a) a=6,b=7,c=8 c) a=2,b=2y2,c=1 
b) a=9,b=6,c=4 d) a=4,b=2y3,c=2 
2. Boki trójkąta mają długości 5, 6 i 7. Oblicz: 
a) cosinus kąta leżącego naprzeciwko najdłuższego boku, 
b) długość środkowej poprowadzonej do boku o długości 6, 


c) promień R okręgu opisanego na tym trójkącie i promień r okręgu wpi- 
sanego w ten trójkąt. 
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3. Dane są dwa boki a i b pewnego trójkąta oraz jego pole P. Oblicz cosinus 
kąta wyznaczonego przez te boki, a następnie oblicz długość boku c. 
a) a=4,b=10,P=12 b) a =5, b= 6, P=10V2 


4. Oblicz cos, siny i pole trójkąta o bokach a, b, c. 


a) a=3,b= /2, c= ү5 b) a =2, b = V5, c = уЗ 


5. a) Oblicz długość przekątnej trapezu równoramiennego, którego dłuższa 
podstawa ma dlugość 10 cm, ramię ma długość 6 cm, a kąt między ramie- 
niem i dłuższą podstawą ma miarę 60°. 

b) Podstawy trapezu mają długości 3 cm i 6 cm, a jego ramiona są równe 
4 cm i 5 cm. Oblicz długości przekątnych tego trapezu. 


6. a) Oblicz długości przekątnych rombu o obwodzie równym 16 cm, jeśli 
wiadomo, że cosinus kąta rozwartego tego rombu jest równy —1. 
b) Kąt rozwarty równoległoboku jest dwukrotnie większy od jego kąta 
ostrego, a jeden z jego boków jest trzykrotnie dłuższy od drugiego boku. 
Oblicz długości przekątnych tego równoległoboku, jeżeli wiadomo, że jego 
obwód jest równy 16 cm. 


7. Na stoku o kącie nachylenia 10° ustawiono 


słup XY wysokości 14 m. Jakiej długości są 
odciągi poprowadzone z punktu P, położo- 
nego w środku wysokości słupa, do punktów 
A i B znajdujących się 6 m od podstawy 
słupa (rysunek obok)? 


[р] 8. Przeczytaj podany w ramce szkic dowodu twierdzenia mówiącego, że kąt 
leżący naprzeciwko dłuższego boku trójkąta jest większy od kąta leżącego 
naprzeciwko krótszego boku. 


Rozpatrujemy trójkąt ABC, w którym |BC| < |AC|. 
Na boku AC wyznaczamy punkt D taki, że |CD| = |СВ|. 
1. Zauważamy, że a < 6. 


2. 4CBD < В oraz 6 =4CBD 
(trójkąt BCD jest równoramienny), 
więc a < 8. A B 


Uzasadnij spostrzeżenie, że w powyższym szkicu dowodu a < б. 
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5.13. Zagadnienia uzupełniające 
E Okrąg dopisany do trójkąta 


Okręgiem dopisanym do trójkąta nazywamy okrąg styczny do jednego 
z boków trójkąta oraz przedłużeń dwóch pozostałych jego boków. 


A B K 
Środkiem okręgu dopisanego (rysunek powyżej) jest punkt przecięcia dwu- 
siecznych dwóch kątów zewnętrznych trójkąta — kąta CBK i kąta BOL 
oraz dwusiecznej kąta BAC (uzasadnij, że dwusieczne te przecinają się 
w jednym punkcie). Dla dowolnego trójkąta ABC istnieją trzy okręgi do- 
pisane, styczne odpowiednio do boków AB, АС i BC. 


Jeśli trójkąt ABC о bokach a = |BC|, b = |AC|, c = |AB| ma pole 
równe Р, to promień r, okręgu dopisanego do tego trójkąta i stycznego 
do boku BC jest równy: 2P 


Te = нса 


Dowód 
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej. Otrzymujemy: 
Paco, = та. Рлаво, = сга, PACBO, = зата 
Wyznaczamy pole trójkata ABC: 
Р = Рласо, + Paaso, — PacBo, = 
= ibrą + Aen, — Bar, = іт (+ c — a) 


SE 
Ke 


Stąd ra = 


1. Oblicz promień okręgu dopisanego do trójkąta równobocznego o boku 1. 


2. Oblicz promienie okręgów dopisanych do trójkąta prostokątnego o bokach 
równych 3, 4, 5. 
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DCL 


HE Konstrukcja wybranych wielokątów foremnych 


Nie wszystkie n-kąty foremne można skonstruować, korzystając tylko z cyrkla 
е, dla jakich liczb n jest 
to możliwe. Na przykład dla n < 20 są to: n € {3, 4,5,6,8, 10, 12, 15, 16, 17}. 


Konstrukcja sześciokąta i dwunastokąta foremnego wpisanych w okrąg 
« Na okręgu wybieramy dowolny punkt A 
i zaczynając od tego punktu, odmierzamy 
łuki o promieniach równych promieniowi 
okręgu. Wyznaczone w ten sposób punkty: 
A, B, C, D, E i F są wierzchołkami sze- 
ściokąta foremnego. 

« Konstruujemy symetralną odcinka AB. 
Przecina ona okrąg w punkcie A}. Odcinek 
AA, jest bokiem dwunastokąta foremnego 
wpisanego w ten okrąg. 


= Następnie, zaczynając od punktu An, odmierzamy łuki okręgów o pro- 
mieniu |AA;|. Punkty przecięcia tych łuków z okręgiem są pozostałymi 
wierzchołkami dwunastokąta. 


3. Skonstruuj kwadrat i ośmiokąt foremny wpisane w dany okrąg. 
Konstrukcja pięciokąta foremnego wpisanego w okrąg 


= Rysujemy dwie prostopadłe średnice AC i BD. 
« Wyznaczamy punkt M ~ środek odcinka OC, б pa 


gdzie O jest środkiem okręgu. = 

= Rysujemy łuk okręgu o środku M i pro- P; | 
mieniu |ВМ |. Łuk ten przecina średnicę AC (| I 
w punkcie N. D b! в 
= Odcinek BN ma długość boku szukanego U 

pięciokąta — odkładamy go kolejno na okrę- ГА 

gu і otrzymujemy pozostałe wierzchołki pię- NE 


ciokąta: P. Р, Py i Р. UPA" 


4. Powyżej opisano konstrukcję pięciokąta foremnego wpisanego w dany 
okrąg. Opisz, jak za pomocą cyrkla i linijki skonstruować pięciokąt fo- 
remny, gdy dany jest bok tego pięciokąta. 
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P Odcinki stycznych i siecznych 


, Dany jest okrąg o środku w punkcie O. 


Twierdzenie o siecznych 


Jeśli dwie sieczne poprowadzone z punk- 
tu P leżącego na zewnątrz okręgu prze- 
cinają okrąg odpowiednio w punktach 
Ai B oraz C i D, to: 

|PA| : |PB| =|PC| -|PD| 


Dowód 
Czworokąt ACDB jest wpisany w okrąg, stąd САВ = 180°— 4 PDB. 
4PAC =4 PDB, co oznacza, że trójkąty PAC i PDB są podobne. 


IPA — LEDI otrzymujemy równość |PA| -|PB| = |PC|-|PD|. 


Z proporcji =. IPC] = |РВ| 


Twierdzenie o stycznej i siecznej 


Jeśli przez punkt P przechodzi styczna 
do okręgu w punkcie C oraz sieczna prze- 
cinająca okrąg w punktach A i B, to: 


|PC}? = |PA| - |PB| 


Z punktu P poprowadzono styczną do 
tego okręgu w punkcie С oraz sieczną 
przecinającą okrąg w punktach A i B. 
Udowodnij twierdzenie o styczne, 
nej, wykazując kolejno. 
1. АРСА ~ APBC, 

2. |РС|? = |РА|.|РВ|. 


Oblicz odległość punktu Р od środka okręgu о promieniu 2,5 cm, jeśli 
wiadomo, że: 

a) styczna do tego okręgu poprowadzona z punktu P ma z okręgiem punkt 
wspólny A taki, że |PA| = 6 cm, 

b) sieczna poprowadzona z punktu P przecina ten okrąg w punktach С 
i D takich, że |PC| = 2 cm i |PD| = 5 cm. 
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Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I 


1. Oblicz pole zacieniowanego obszaru. 


a) b) 
( ei 
Bei j Ф 
24 A! 
2. Wyznacz miary kątów a i 8. 


M (> | 


3. Odcinek AC jest średnicą okręgu o promieniu 2. Cięciwa AB tego okręgu 
ma długość 2/3. Wyznacz miarę kąta między cięciwą AB a styczną do 
okręgu w punkcie В oraz miarę kąta między cięciwą BC a styczną do 
okręgu w punkcie C. 

4. Punkty: Ay, Aa ls dzielą okrąg па 8 łuków 
o równej dlug (rysunek obok). Wyznacz mia- 
rę kąta między cięciwą: 


Аз 


As 


а) Ana a styczną do okręgu w punkcie Аз, 
b) AsAs a styczną do okręgu w punkcie As. 


5. Oblicz długość okręgu wpisanego w trójkąt: Ат 
a) prostokątny równoramienny. którego wysokość opuszczona na przeciw- 
prostokątną jest równa 3, 
b) o bokach długości 20, 21 i 29. 

6. W trójkąt o bokach: a = 16,b=13ic=9 
wpisano okrąg (rysunek obok). Oblicz długości 
odcinków: AP, BQ i CR. 
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A 


[р) 7. Wykaż, że suma długości przyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest 


równa sumie średnic okręgu wpisanego w ten trójkąt i okręgu na nim 


opisanego. 
8. Oblicz promień okręgu przechodzącego B 
przez punkty A, B, D oraz promień 
okręgu przechodzącego przez punkty A, 3 
B. C (rysunek obok). Oblicz odległ 4 6 
między środkami tych okręgów. A D c 


9. W trójkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznošci okregu z przeciw- 
prostokątną podzielił ją na odcinki długości 6 i 9. Oblicz pole tego trójkąta 
oraz promień wpisanego okręgu. 


10. Okrąg o promieniu 1 cm jest wpisany w trójkąt równoramienny o podsta- 
wie 4 cm. Oblicz długość ramienia tego trójkąta. 


11. Jeden z boków trójkąta wpisanego w okrąg jest jego średnicą i ma dlu- 
gość 5 cm. Oblicz pole tego trójkąta, jeśli wiadomo, że: 
a) stosunek długości jego pozostałych boków jest równy 1, 
b) jest on równoramienny. 


12. Równoramienny trójkąt АВС o kącie między ramio- 
nami 45° jest wpisany w okrąg o promieniu 8 (rysu- 
nek obok). Oblic 
a) długości łuków AB i ВС. 

b) pole zacieniowanego odcinka koła, 
с) obwód trójkąta ABC. 


E Zestaw II 


1. Dany jest równoległobok o bokach a i 2а oraz kącie ostrym 30°. Wyznacz 
długości przekątnych tego równoległoboku. 


2. Bok kwadratu BCDE ma długość 6 (rysunek obok), 4 F 

a przekątna prostokąta AC DF ma długość 10. Ob- 

licz promień okręgu, którego łukiem jest BE. B E 
3. Długości podstaw trapezu równoramiennego są rów- 

ne 5 i 3. Oblicz promień okręgu opisanego na tym 

trapezie, jeśli wiadomo, że jego: 

a) wysokość jest równa 3, 

D 


b) kąt ostry ma miarę 30°. с 
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4. Oblicz pole ośmiokąta foremnego: 
a) opisanego na kole о polu równym 47 cm?, 
b) którego najkrótsza przekątna ma długość 2 cm. 
5. Oblicz obwód i pole trójkąta ABC. jeśli: 
a) a = 10, b = 8, y = 60°, b) b= 4, 8 = 30°, 7 = 45°. 
6. Dzialka budowlana ma ksztalt nieregularnego czworokata. Wyniki pomia- 


rów wykonanych przez geodetę są przedstawione na rysunku. Oblicz pole 
powierzchni tej działki. 


50 m 60 m 


7. Kąt ostry równoległoboku ma miarę 75°, jeden z jego boków ma długość 
4 cm, a krótsza przekątna ma długość 2Y/4 + УЗ cm. Oblicz obwód i dłu- 
gość drugiej przekątnej tego równoległoboku. 


1 8. Środek okręgu opisanego na trapezie leży na jednej z jego podstaw. Oblicz 
długości ramion tego trapezu, jeśli jego podstawy mają długości 15 i 9. 
9. W trapez równoramienny wpisano okrąg. Oblicz pole tego trapezu, jeśli: 
a) jego wysokość ma 2 cm, a suma długości ramion jest równa 10 cm, 
b) promień okręgu jest równy 6 cm, a kąt ostry trapezu ma miarę 30°. 


10. Podstawy trapezu równoramiennego mają długości a i 3a. Ile powinna być 
równa wysokość tego trapezu, aby można było w niego wpisać okrąg? 


Uzasadnij, że prosta / na rysunku poniżej dzieli odcinek AB na połowy, 
a następnie przyjmij, że promień większego okręgu jest równy 16, a mniej- 
szego 9, i oblicz promień okręgu: 


= 


a) opisanego na czworokącie O, PQ A. 
b) wpisanego w czworokąt О, PQ A. 
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Sposób na zadanie 


Przykład 

Punkt D leży na boku AB trójkąta ABC oraz |AD| = |AC|, |BD| = 1, 
|CD| = 5 i |BC| = 4v2. Oblicz obwód trójkąta ADC. 

Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na różne sposoby. 

I sposób c 

Aby obliczyć cos 8, korzystamy z twierdzenia 

cosinusów dla trójkąta BC D: 


5? = (4V2)? +12 —2-4Y/2-1-cos8 b WZ 
25 = 33 — 8V2cos 8 
8V2cos8 = 8 
cos B = 2 A b DIB 


Obliczamy b, korzystając z twierdzenia cosinusów dla trójkąta ABC: 
b? = (b +1)? + (4V2)? — 2- (b + 1). 4/2. cos 8 
b =b+2b+1+32—8b—8 


6b = 25 
ъ= 41 
Obwód trójkąta ADC jest równy 2:41 + 5 = 134. 
П sposób с 
Aby obliczyć cos ó, korzystamy z twierdzenia 
cosinusów dla trójkąta BC D: 
(4V2)? = 52 +12 —2-5-1-cosó р МИГ" 
32 = 26 — 10cosó 
10cosó = —6 
ооб = ү 
А b рів 


Zatem: 
cos ФАРС = cos(180* — 6) = — cosó = š 


Prowadzimy wysokość AE trójkąta równoramiennego АСР. Trójkąt ADE 
jest prostokątny oraz |ED| = $, więc: 

cos 4 ADC = cos ЗАРЕ = EP! 

Stąd: 


ER 


i 
Odpowiedź: Орларс = 131 
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@ Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. Dany jest okrąg o promieniu ау. Pole sześciokąta foremnego wpisanego 
w ten okrąg jest równe: 


A. £a, B. ба?, С. 3v3a2, D. буЗа?. 


2. Pole wycinka koła o promieniu 4 wyznaczonego przez kąt 54° jest równe: 
A. 0,67, В. 1,27, С. 1,87, D. 2,47. 


3. Kąty trójkąta równoramiennego mają miary: a, a i 4a, a jego ramię ma 
długość 2. Promień okręgu wpisanego w ten trójkąt jest równy: 


A. 2V3 —3, В. 2V3 — 2, С. 3у5 – 3, D. 352 – 2. 
4. Dane są trzy okręgi o środkach A, 
B, C parami styczne zewnętrznie EN 


(rysunek obok). Promienie tych "ар. 

okręgów są odpowiednio rówie 3, Pu м 
6 i 10. Cosinus największego kąta 

trójkąta ABC wynosi: 


A. A G-A 
B. —, р. 0. 


5. Okrąg o środku w punkcie O, i okrąg o środku w punkcie O> przecinają 
się w punktach A i B. Kąt О АВ ma miarę 60°, a kąt ОАВ ` miarę 30°. 
Jeśli odcinek AB ma długość 4, to promień okręgu opisanego na czworoką- 
cie О АОВ jest równy: 


A. v3, В. 1/3, С. 2/3, D. 23. 
6. Na czworokącie o kolejnych kątach a, 3. y i 6 opisano okrąg. Jeśli ó = 5a 
oraz a + 8 = 1007, to: 


A. y= 100°, В. у = 120°, С. у = 140°, D. у = 160°. 


7. Trzy kolejne boki czworokąta mają długości: 2y2, 4 — ү, 5 — ү. Jeśli 
w czworokąt ten można wpisać okrąg, to jego czwarty bok ma długość: 


A. 


т 1 7 z 
DÉI В. sën, С. ën D. go: 


8. Trapez prostokątny o kącie ostrym 45° opisany jest na okręgu o promieniu 
równym VŽ. Obwód tego trapezu jest większy od średnicy okręgu o: 
A. 8+4V2, B. 8 +2v2, C. 6+4v2, D. 6+2V2. 
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Przed obowiązkową maturą z matematyki E 


P Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Pole wycinka koła o promieniu r wyznaczonego przez kąt a < 180° jest 
równe P. Ile jest równe pole wycinka koła o promieniu 2r wyznaczonego przez 
kąt 2a? 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Oblicz różnicę między polem koła opisanego na kwadracie о boku V2 + 1 
a polem koła wpisanego w ten kwadrat. 


Zadanie 3 (2 pkt) 
Na rysunku obok przedstawiono okrąg o środku O Á 
29 


i promieniu r. Wyznacz kąt a. 


Zadanie 4 (2 pkt) 
Oblicz długość okręgu opisanego na trójkącie ABC, 
jeśli A ABC = 150° oraz |AC| = 4. 


W Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 5 (5 pkt) 
Dane są dwa okręgi o środkach O, i О» st, 
zewnętrznie (rysunek obok). Okrąg o środku O; 
ma promień R = 5 oraz wiadomo, że 
|PB| = 12. Oblicz sinus kąta O, PA 
oraz promień r okręgu o środku О). 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny, 
którego przeciwprostokątna ma długość 8 cm. 
Oblicz pole koła wpisanego w ten trójkąt. 


Zadanie 7 (4 pkt) c 
Wyznacz miary katów rombu o boku a 
i jednej z przekątnych długości a /2 — /2. 


Zadanie 8 (5 pkt) 
Odcinek DC па rysunku obok ma długość 


Уб + У. Oblicz obwód trójkąta ADC. A R 
A D 
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Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-3 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Czworokąt ABCD. w którym |AD| = 4 em. |BC| = 5 cm, opisany jest na 
okręgu o średnicy 3 cm. Niech P będzie polem tego czworokąta wyrażonym 
w cm?. Zakoduj trzy początkowe cyfry rozwinięcia dziesiętnego liczby P. 


Zadanie 2 (2 pkt) 
ójkącie ABC dane są: 4ABC = 23°, ЗАСВ = 64° i |BC| = 800. Oblicz 
ść boku AC tego trójkąta i zaokrąglij ја do najbliższej liczby całkowitej. 
Zakoduj cyfrę setek, dziesiątek i jedności otrzymanego wyniku. 


Zadanie 3 (2 pkt) 

Odległość między Poznaniem a Warszawą jest równa 300 km. Pilot lec: асу 
samolotem z Poznania do Warszawy po przebyciu 200 km zorientował się. 
pomylił kurs o 20°. W jakiej odległości (w kilometrach) znajdował się wówczas 
od Warszawy? Zakoduj cyfrę setek, dziesiątek i jedności otrzymanego wyniku. 


Poznań 300 km Warszawa 
20 CS 


ж; SE 


Zadanie 4 (4 pkt) 
Oblicz pole koła wpisanego w trapez równora- 
mienny o podstawach długości 8 cm i 18 cm. 


(А 


Zadanie 5 (5 pkt) 

Proste AP i BP są styczne do okręgu o środku 
w punkcie O i prom u r = 3 cm (rysunek 
obok). Odległość punktu O od punktu P jest F 
równa 5 cm. Oblicz promień okręgu wpisanego 

w czworokąt PAOB. 


Zadanie 6 (4 pkt) 
Dany jest trójkąt o bokach 6 cm, 5 cm i 4 em. Oblicz długoś 
trójkąta poprowadzonej do najdłuższego boku. 


Zadanie 7 (6 pkt) 

Dany jest trójkąt ABC, w którym |AB| = 18, |AC| = 15, |BC| = 12. Dwu- 
sieczna kąta ACB przecina bok AB w punkcie D. Oblicz promień okręgu 
opisanego na trójkącie ADC. 


środkowej tego 
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Funkcja wykładnicza 
i funkcja logarytmiczna 


Do opisu niektórych wielkości fizycz- 
my skalę logaryt- 


Źródło dźwięku Poziom głośności 


nych wykorzystu 


D М 2 š Odrzutowiec 160 decybeli 
miczną. Jedną z takich wielkości jest 
poziom głośności różnych źródeł dźwię- Koncert rockowy 120 decybeli 
ku (tabela obok) — dziesięciokrotnemu Cicha rozmowa 10 decybeli 
wzrostowi natężenia dźwi ku odpowia Szelest liści 10 decybeli 
da wzrost poziomu głośności o 10 decy- EE 

А š Próg słyszalności 0 decybeli 
beli (patrz str. 313). g w š a 


Warto powtórzyć 


Potęga o wykładniku wymiernym 


1. 


Oblicz. 

dr di (Dn ө Al" 
Wran us DS wA? 565)" 
Przedstaw liczbę w postaci 2™. Dla a,b >0 i z,y € Q: 
a) 2.24.25 Р) 45.24:8-4 1. aż .qV em 

b) 271:276 g) (16: 273) -4 2 

с) (22)3.2 h) (43) 2 : 64 з. 

d) 2:21:93 i) 3273-0273) 5 4 

e) 2-6: (26: 2-4) J) (87:46) Es 

Przedstaw liczbę w postaci a™, gdzie a € N. 

a) 3*. (81-975)! с) 0,01-16-5* e) 3 

b) 125*.0,277 d) 2*.92.3675 f) ( 

Oblicz. 

а) 491 c) 64ł е) 8š g) (5) i) ep? 
bm oi 988 vg um"? 
Przedstaw liczbę w postaci a™, gdzie m € Q. 

ann aD mim 

b) 35.34 а) 1. (693 f) 25-95. (s) ° 


Która z liczb jest większa: z czy y? 
4 PA 
a) z= (2) , = 3. 5.465 b) == (8), у= (070), 


Podaj konieczne założenia, a następnie uprość wyrażenie. 


SR 
H SAS 
== 

S 


> b) с) mF 


Podaj konieczne zalożenia, a następnie uprość wyrażenie. 

a) el, ah, yy: y? c) Фа 2: (ab)? e) 022.271. yry- y? 
-{ 2 -3 

b) (zi) : (zy) а) (at š) Ia o (їз) ` Loic 
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6.1. Potęga o wykładniku rzeczywistym 


Potrafimy określić wartość liczbową potęgi a” (nie określamy potęgi 0”), gdy 
wykładnik z jest liczbą naturalną, całkowitą lub wymierną. 

Pokażemy na przykładach, jak można określić wartość liczbową potęgi а“, gdy 
т jest liczbą niewymierną (w celu sformułowania ścisłej definicji wykorzystuje 
się pojęcie granicy ciągu — zostanie ono omówione w dalszym toku nauki). 


Przykład 1 
Podaj kilka przybliżeń dziesiętnych liczby ЗУ. 


У = 1,414213562..., zatem rozpatrujemy kolejno: 


gia = 4,655536722 Podane w tabeli przybliżenia możemy obliczyć, 
korzystając z odpowiedniego kalkulatora lub kom- 

Séi m 4,706965002 putera. 

gu = 4,727695035 


guma m 4,728733930 


Po podstawieniu w wykładniku coraz dokladniej- 
szych przybliżeń liczby V otrzymujemy coraz do- 
kładniejsze przybliżenie liczby 


3544213562 | m 1 728804386 


Zauważmy, że gdy wykładnik z „zbliża się” do VŽ, to 3“ „zbliża się” do pewnej 
liczby rzeczywistej, którą oznaczamy 39. Korzystając z kalkulatora, możemy 
yć przybliżoną wartość ЗУ? = 4,72880438784. 


oblic: 


Przykład 2 e 
Podaj kilka przybliżeń dziesiętnych liczby 5⁄7. 
DÉI = 9.518269694 М? = 1,414213562 
SEET = 9,738305174 
Lee = 9,738508928 
51414213802 | x, 738517736 
Е 3 Po podstawieniu w wykładniku coraz dokładniej- 


szych przybliżeń liczby ү? otrzymujemy coraz do- 


kładniejsze przybliżenie liczby 5? 


De = 9,738517742 


Ćwiczenie 1 
Podaj przybliżenia dziesiętne liczb 5УЗ 15%5 2 dokładnością do 0,0001. 


6.1. Potęga o wykładniku rzeczywistym 


Przykład 3 
Podaj kilka przybliżeń dziesiętnych liczby 27. 


т = 3,14159265... 
23,14 = 8,815240927 


23.14159 m 8,824961595 
2314159265 ` 8824977805 


Ж 5 Po podstawieniu w wykładniku coraz dokładniej- 
9" = 8,824977827 szych przybl liczby m, otrzymujemy coraz do- 
Ge kładniejsze przybliżenie liczby 27. 


E] ćwiczenie 2 
Korzystając z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokładnością do 0,0001 
przybliżenie dziesiętne liczby: a) 37, b) 57, с) z". 


Podane w „Warto powtórzyć” wzory dla potęg o wykładnikach wymiernych 
są prawdziwe również dla potęg o wykładnikach rzeczywistych (zarówno wy- 
miernych, jak i niewymiernych). 


Twierdzenie 


Dla dowolnych liczb a,b € R, i dowolnych x,y Є R prawdziwe są wzory: 


2 
al = a+ = e EL 
1.a* .a! = a*tv ERC ET a=) 
až 
2. CK. 4. a? « b” = (ab)? 
Ćwiczenie 3 
Który z powyższych wzorów wykorzystano w obliczeniach? 
лү? 5 sie 
a) (29) =s saa e) 6". (3) = (6-3) = 9° 
b) s5 = (8) =з? d) 567.542 = 57H- — 5 
Ćwiczenie 4 
Oblicz. 
уз. = wt) = e 2У3+6 
а) (5%) c) (5% 1 e) 722. 9-2 s) rr 
2/2 à VT+v2 = VB 
b) (37) а) Dë ш) f) 9⁄5. 31-275 h) n = > 
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Zadania 


LE 


Zapisz liczbę w postaci potęgi o podstawie 3. 


a) 31.34 5 (лу 
a 1-43 

b) 3? :32-v2 d) (27) 

Oblicz. 

a) 61-72 . g= d) 2V5 .g-v5 

b) 5m : 5" e dëse 


d (877-077 


s 3 


Przedstaw liczbe w postaci a*, gdzie a € N. 


a) 2v7-2. 43 c) 9 .27-! 
BI 
b) 23.5 d) 27. (з м) 
Sprawdź. 
tora, tylko z podanych przybliżeń. 
а) q=451;1 e) q=63: (v2? 


b)q=057H.6% — dia (0) 


e) 67:27 
NOR 


g) 603.315.935 
k) 4733" 2127 

з v54+2 
jp 68.62, (gv5-2 
ać ów 
е) 1-97+4 : 812" 


f) 7-22; д9т+У2 


liczba q należy do przedziału (3; 6). Nie korzystaj z kalkula- 


Ap 293 ~ 3,32199709 
ЗУЗ ~ 6,70499185 
693 ~ 22,2739634 


Spośród liczb x, y, z wybierz takie dwie, z których jedna jest odwrotnością 


drugiej. 
a) а=2%%, y=4f, z=8-€ 
He 15633, y= (IT, 


H ( 
с) z = 1251-25, у= 252-35, z= 0,0016- 


Wstaw w miejsce [?] jeden ze znaków: >. < lub =, tak by powstalo zdanie 


prawdziwe. 


а) 29% .327-v8 [7] 45 


b) 9% .27-€ [7]3 


Dla jakiej liczby x prawdziwa jest równość? 


a) 5/3-55=1 b) 5-7.5*=5 


a 


6.1. Potęga o wykładniku rzeczywistym 287 mmm 


6.2. Funkcja wykładnicza 


Przykład 1 
Wykres funkcji f(x) = 27 określonej dla z € R szki- 
cujemy, korzystając z poniższej tabeli. 
© |-3 -2 -1 A 
0|;|4/3/4)1|v2|2|4)|8 


Zbiorem wartości funkcji f jest przedział (0:00). 


Przykład 2 
Wykres funkcji g(z) = 4° określonej dla z € R szki- 
cujemy, korzystając z poniższej tabeli. 


© |-2|-3| -1| -4| 0 


1|Ф#|2 


> 
П 


ГӨЛ $|: 4|1|2|4]|в8 |16 
Zbiorem wartości funkcji g jest przedział (0; оо). 
Wykresy funkcji g(x) = 4 i f(x) = 2° dla porównania 
naszkicowano w tym samym układzie współrzędnych. 


Ćwiczenie 1 

Naszkicuj w tym samym układzie współrzędnych wykresy funkcji: f(x) = 2°, 
g(z) = 3 i Mai = 4* określonych dla z € R. Podaj współrzędne punktu 
wspólnego tych wykresów. 


Ćwiczenie 2 

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 
т) = 2*, g(z) = DI, h(z) = (3). 

a) Dobierz wzór do każdego wykresu. 

b) Punkty P(4,a), Q(-2,b), RI 
wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome współ- 
rzędne tych punktów. 


c) Które spośród punktów: 
A(4,35), в(-а, $). cl 


należą do wykresu funkcji h? 
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Przykład 3 
Wykres funkcji f(x) = (IT określonej dla т € R 
szkicujemy, korzystając z poniższej tabeli. 
т |-3 -2|-1 -5 0 
Аах) | 8 412 11у? 
Uwaga. Wykres funkcji f(z) = (1)” można otrzymać 


przez symetryczne odbicie wykresu funkcji (т) = 2“ 
względem osi OY, ponieważ /(т) = (IT = 27° = g(—z). 


1/2 


5 
“ын 
ai | o 


1 1 
z | 4 


Ćwiczenie 3 

a) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = IEN 

b) Naszkicuj w tym samym układzie współrzędnych 
wykresy funkcji g(z) = 4° i Mal = (DI. 


Ćwiczenie 4 

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji: 
f(x) = 5", g(x) = 0,2”, h(x) = 1,5" i k(z) = 
Dobierz wzór do każdego wykresu. 


Definicja 


Funkcję postaci f(x) = a”, gdzie a > 0 i a # 1, określoną dla z € R, 
nazywamy funkcją wykładniczą. 


Dla a € (0; 1) funkcja wykładnicza Dla a € (1;%0) funkcja wykładnicza 
f(a) = a” jest malejąca. Tal = a” jest rosnąca. 


Dziedziną funkcji wykładniczej f(x) = a* dla dowolnego а € (0:1) U (1; co) 
jest zbiór liczb rzeczywistych R. a jej zbiorem wartości — przedział (0;00). 
Wykres funkcji wykładniczej przecina oś OY w punkcie (0,1), natomiast nie 
ma punktów wspólnych z osią ОХ, która jest jego asymptotą poziomą. 
Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(x) = a” jest funkcją stałą: f(x) = 1. 


6.2. Funkcja wykładnicza 289 mmm 


Przykład 4 
Zapisz liczby 10У?, 10-4, 1015 w kolejności od najmniejszej do największej. 
Funkcja у = 10° jest rosnąca i 1,4 < ү? < 1,5, stąd: 
1014 < 102 < 1015 

Przyktad 5 Е 
Zapisz liczby 0.9, 0,9"7, 0,915 w kolejności od najmniejszej do największej. 
Funkcja y = 0,9" jest malejąca i 1,7 < V3 < 1,8, stąd: 

0,9'5 < 0,9% < 0.917 


Ćwiczenie 5 
Zapisz liczby w kolejności od najmniejszej do największej. 
а) 5%, 5%, 508, 5033 с) 0,6, 0,6%, 0,67, 0,6, 0,67% 
2 тт 2 Р A uf (зү 

B) 78, 782, тт, 95 а) II, (8) 9, Or, (3), (2) 
Zadania 
1. Oblicz wartości funkcji f dla z € {—4,—3,—1,1,3,4}. 

a) f c) f(v) = (š e) f(z) = 8* 

b) f(z) = 4" d) Аа) = (DI f) f(x) = 100% 


2. Punkt P(2,16) należy do wykresu funkcji f(x) = а*. Czy punkt Q też 
należy do wykresu funkcji f? 


a) Q(3,2) b) Q(5,1024) с) Q(—3, 5 d) Q(-1, 2) 


3. Punkt P(2,2) należy do wykresu funkcji f(x) = a”. Czy punkt Q też 
należy do wykresu funkcji f? 


a) Q(1,1) b) Q(4,4) ©) Q(8,8) d) 9(-8, 15 


4. Do wykresu funkcji wykładniczej f(x) = a” należy punkt M. Naszkicuj 
wykres tej funkcji. 
a) М(2,1) b) M(-3,8) c) М(2,2) d) M(3,33) 
5. Określ monotoniczność funkcji f. 
z 
a) ла) = (2) b) Да) = (08-1) о) Ла) = (У5-1)* 


6. Zapisz liczby w kolejności od najmniejszej do największej. 


a) 23,25, 23, 2/3 c) YT, ті, ai, тъ 
5) 0+0+0%07 отот олт 
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Ko zby w kolejności od największej do najmniejszej. 

а) 47, 83, 162, 325, 2561 b) (77. (97%. (3) EN 

8. Podaj współrzędne trzech punktów należących do wykresu funkcji f, tak 
aby każda z tych współrzędnych była liczbą wymierną. Naszkicuj wykres 
funkcji f. 

AIAJ=(A" ЫЛ) = ( ©) Ла) = (V2)” 

9. Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji f i g. Od- 
czytaj z rysunku rozwiązanie równania f(x) = g(x) oraz zbiór rozwiązań 
nierówności f(x) > g(x). 

a) f(z) =3",g(r) =4r+1 d) Ла) = DI, g(a) =2+4 
b) f(x) = 2°, g(a) = 2+1 e) f(z) = DI. g) = jr + H 
с) f(x) = 4, g(z) = 5 — z £) fæ) DI, (a) = lz|+1 
10. Podaj zbiór rozwiązań nierówności, korzystając z odpowiednich wykresów. 


a) 2" > 3* b) 3° < 4 с) (3) < (1)* d) (3) <3" 


Czy wiesz, że... 
W zastosowaniach często korzysta się z funk- 
cji wykładniczej f(x) = e". Liczba e (ozna- 
czenie wprowadzone przez Leonharda Eulera 
[ezyt. ojlera]) jest liczba niewymierną: 

e = 2,718281828... 
Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji f(x) = е" oraz dla porównania wy- 
kresy funkcji g(x) = 27 i h(z) = 3°. 

Coraz dokładni przybliżenia liczby e 
otrzymujemy, obliczając wartość wyrażenia: 
CA 

n 


dla coraz większych liczb naturalnych: 


(1+ 2)" = 2,5087..., ( + | = 27048..., 


D + St =21169..., (1+ zak = 2718280469... 


11. Uporządkuj w kolejności rosnącej liczby: 9, 25, IST, e15, ei. 


6.2. Funkcja wykładnicza 291 mamma 


6.3. Przekształcenia wykresu 
funkcji wykładniczej (1) 


Przykład 1 

Wykres funkcji g(x) = 27 — 1 otrzymujemy przez 
przesunięcie wykresu funkcji f (£) = 2° o 1 jednost- 
kę w dół, czyli o wektor [0, —1]. 


Ćwiczenie 1 


toty poziomej jej s 
а) g(z) =37-2 b) g(z) =27+1 


Przykład 2 
Wykres funkcji g(x) = 27% otrzymujemy przez 
przesunięcie wykresu funkcji f( 
nostki w prawo, czyli o wektor [2,0]. 


Ćwiczenie 2 
Na: 
cji 
a) g(x) 


kicuj wykres funkcji g. Podaj odciętą punktu należącego do wykresu funk- 
jeśli rzędna tego punktu jest równa 1. 
і b) g(z) = 2+2 о) g(z) = DI ` 


przek 


aby otrzymać wykres funkcji g(z) = 52? 


Wykres funkcji f należy przesunąć о 3 jednostki w prawo, czyli o wektor [3,0]. 


Ćwiczenie 3 
Opisz, јак należy przekształcić wykres funkcji f (x£) = 27, aby otrzymać wykres 
funkcji g. 


a) gle) = 2 b) g) = тт с) g(z) = V3- 2 
Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej zbiór wartości. 
d "e 
a) дік) Zei? b) (z) = 2-2 d д) = ^+ 
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Przykład 4 


Wykres funkcji g(z) = —2 otrzymujemy przez syme- 
tryczne odbicie wykresu funkcji f(x) = 27 względem 
osi OX (rysunek obok). 


Ćwiczenie 5 
Naszkicuj wykres байкер g Токе jej aiónotóniczność. 


а) (ш) = 3"  b)g(z)=-4" c) g(æ) = -(3)7 


Zadania 


q. 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiór wartości i miejsce zerowe funkcji f 
oraz równanie asymptoty poziomej jej wykresu. 
a) (х) =27+2 ©) f(x) =(1)'-1 e) (х) = 47 – 4 
b) fz) = 3" 1 d) f(2)=37+1 £) fz) = (8) —3 
ү 


Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji 
(a) = 2° + a. Podaj wartość współczynnika a. 
Wykres funkcji f(x) = 2" + a przechodzi przez 
punkt P. Podaj wartość współczynnika a. 

a) P(0,—3) b) Р(2,7) c) P(4,0) 


Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu zbiór rozwiązań nierów- 
ności f(x) > 1. 

a) f(x) =4-2 b) Ла) = = о) Ла) = Š 
Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu zbiór rozwiązań nierów- 
ności f(x) > —1. 

DÉCKE b) f(z) = -37t d Ла) = HI 
Naszkieuj wykres funkcji f, a następnie wykres funkcji g(x) = —f(z). 
Podaj zbiory wartości funkcji f i funkcji g. 

a) f(z)=2-3 b) f(r) = 3° +1 с) f(a)=(3)'-2 
Wykres funkcji f(x) = 5° przesunięto o wektor 7 і otrzymano wykres 
funkcji g. Podaj wzór funkcji g i jej zbiór wartości. 

a) ? = |0. —3] b) 7 = [1,2] с) W = [2,4] 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe oraz zbiór wartości. 
а) fla)=27 -4 el Ја) = +2 e) f(a) = (V2)” -1 
b) (а) =3°*1—1 d) Ја) =3- $ f) f(z)=1-25% 


6.3. Przekształcenia wykresu funkcji wykładniczej (1) 


*6.4. Przekształcenia wykresu 
funkcji wykładniczej (2) 


Przykład 1 Y 
Na rysunkach obok przedstawio- 
no wykresy funkcji: f(x) = 2°, 
gla) = Ze — 1 i h(z) = fr — 1|. 
Zbiorem wartości funkcji h jest 
przedział (0; oc), a asymptotą po- 
ziomą jej wykresu jest prosta 
y=l. 


Ćwiczenie 1 
Naszkicij wykres баір J- Podaj zbiórwarości ийй Z (orazrówiścia 
аре росон faj жуйенй, 


a) f(x) =|3* —2] b) (а) = 


H-a 940= 


Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej zbiór wartości. 
a) Је) = 2! b) f(a) = II" 
x Y 
1 
е o| 1 X 

f(D) = (цоо) f(D) = (0:1) 
Ćwiczenie 2 

aszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej zbiór wartości. 
а) Да) =-3* b) Ла) = (4) 1 с) Да) =-(3)” +3 


Ćwiczenie 3 

Naszkicij wykresy fimkeji f, а 18. Podaj zbiory wartóści tych бйрй огах 
ich przedziały monotoniczności. 

а) f(z)=3F!, g(z)=3F1—2, h(x) = 3-2 


b) f(z) DI, g(z) DI +1, ha) = (1) 
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Zadania 


$, 


6. 


[р] 7. 


*b) Naszkicuj wykres funkcji g(x) = SEI 


Podaj dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj z wykresu zbiór 
wartości funkcji f oraz jej przedziały monotoniczności. 

D e 1 
a) f(z) = |2* – 4| e) f(x)=|1-2%*| е) f(z)= sa +2 
b) f(a) =|3* — Ц d) f(x) =2!—1 f) f(z) = -27-1 
Podaj rozwiązania równania 2" = Ze + 1 oraz 
równania 27 = Zur + 1. Skorzystaj z rysunku 
obok. 


Rozwiąż graficznie równanie. 


a) 25 =2r d) |27-1|=1r+3 
b) 37 =2|z|+ 1 e) DI =|e|+1 
с) F=ir+$ f) 27! =—g7+4r—2 


Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Odczytaj z ry- 
sunku rozwiązanie równania f(x) = g(z) oraz 
zbiór rozwiązań nierówności f(x) > g(x). 
a) Ја) =3*, оз) = z +2 e) а) =2*2, а) = 2°“ 
b) f(a) = —*,g(a)=2!-5 4) JG) =3# A ail =2*-4 
Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji: = 
r=- 

a) Podaj liczbę rozwiązań równania: 

Аа) = т 
w zależności od parametru m. 

f(z)-1 ° 

Dana jest funkcja f(x) = 2° — 4. Naszkicuj wykres funkcji g. 


a) gle) = e *b) (т) = Mei 
Uzasadnij, że dla dowolnego a € R \ {0} wykresy funkcji Dal = a-27 — a 


oraz g(x) = —a - 27 + a mają dokładnie jeden punkt wspólny. 


Zaznacz zbiór A w układzie współrzędnych. Podaj wszystkie punkty na- 
leżące do zbioru A, których obie współrzędne są całkowite. 

a) A= ((a.y) ER?:37 <y<3) 

b) A= [е єв :1<y<1 +(397) 


6.4. Przekształcenia wykresu funkcji wykładniczej (2) 


*6.5. Własności funkcji wykładniczej 


0<а<1 а>1 У 


Zauważmy, że wykres funkcji 
wykładniczej ma tę własność, że 
dowolna prosta równoległa do 
osi OX przecina go co najwyżej 
raz. Oznacza to, że funkcja wy- 
kładnicza nie może przyjmować 


oi & 
tej samej wartości dla dwóch różnych argumentów. Można to zapisać nasi 
pująco: dla a > 0 i a Z 1 oraz dla dowolnych p,q € R: 


а? = aq wtedy i tylko wtedy, gdy p= q 


O funkcji wykładniczej mówimy, że jest różnowartościowa. 


Przykład 1 

Rozwiąż równanie 27*! = 8. 

Liczbę 8 zapisujemy jako 
potęgę o podstawie 2. 


от+1 — 93 


х+1=3 Korzystamy z tego, że funkcja 
A =2 - wykładnicza jest różnowartościowa. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 


а) 273 =16 с) 25-1 = 1024 е) TH = 49 g) 22 =1 
b) 26 = 1 d) 52+ = 125 GC wn h) ”*=4 
Przykład 2 


Rozwiąż równanie 35: 2 = 9"+?, 
35-2 — (32)5+2 Prawa stronę równania zapisujemy 
jako potęgę o podstawie 3. 
352-2 — 32244 
5r—2=2r+4 Korzystamy z tego, że funkcja 
wykładnicza jest różnowartościowa. 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż równanie. 
a) 5% Däer с) 922 = (1 e) T+r = 492r+2 


b) 2+ = у d) 0,1257*! = 0,252-* Ву ae 


y 
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Rozwiązując nierówności wykładnicze, korzystamy z tego, że funkcja y = a” 
jest rosnąca dla a € (1:00), a dla a € (0:1) — malejąca. 
Przykład 3 
Rozwiąż nierówność 27 < 4. 

rer 
Funkcja y = 2° jest rosnąca, więc ostatnia 
nierówność jest równoważna nierówności: 

2<2 


Рггукіаа 4 

Rozwiąż nierówność 2° > 0,125. 
2>% 

2* > 2-3 Funkcja y = 2” jest rosnąca, со 
rg naa że 2 2°, gdy p 2 q. 


Ćwiczenie 3 

Rozwiąż nierówność. 

а)3®< z5 d) 3! < 81 g) Зн < 1 

b) 2 < /8 e) 42:43 > 64 h) 317? > 3V3 
©) 7* > 49ү7 f) 22 <16 i) 0,5*.27+= > 1 


Przykład 5 
Rozwiąż nierówność (DI < 4. 


DI < (4) * Funkcja y= DI jest malejąca, co 
oznacza, że (IT < (DI, gdy p > q. 


2>—2 
Рггукіаа 6 
Rozwiąż nierówność 0,37 > 0,09. 


0,3" > 0,32 Funkcja y = 0,3" jest malejąca, co 
т<2 oznacza, że 0.3” > 0.37, gdy p < q. 


W przykładach 5. i 6. zwrot nierówności zmienił się na przeciwny, ponieważ 
podstawa potęgi а € (0;1) i funkcja у = a” jest wówczas funkcją malejącą. 
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Ćwiczenie 4 
Rozwiąż nierówność, 


a (<= 

b) 0,75 > 1 
Ćwiczenie 5 

Rozwiąż nierówność. 
a) DI :0,25° < 64 
Zadania 

1. Rozwiąż równanie. 


a) (3) =2v2 

b) 00)" = (8) 
c) Ez = nii 
Rozwiąż równanie. 
a) 2"! = 32 

b) за = + 


Rozwiąż nierówność. 


a) Z < 625 


Rozwiąż nierówność. 


с) 0,257 zÄ 
d) 0.22 > 0,0016 


b) 167 -0,25% > 3 


q) (g) =0,75%+ 
e) 2- (VJ =$ 
| 0,47 = Zë 


©) 911-7 = 41-121 
d) 211+ 2893 = 72 


b) (8) < Ë 


а) $< £ <27 b) 1<2# <2= 
Rozwiąż nierówność: 
2-1. ae: ei 
GA = < (3) 


e) (V2- men 
f) (s <1 


с) 37.67.74 <1 


g) У0,2-5* = 1257 
h) 27: (3) = 81° 


ü (&)* (ge =# 


e) |2 —5| = 
f) 2-3:|=7 


с) 4-1 > 64Y2 


2143 


c) 0,125 < (2) <1 


67:31". (1), 


Zaznacz w układzie współrzędnych zbiory: А. В, AN В oraz B \ A, jeżeli: 
А = {(z,y) ER? :2Fl < 16 i 37! <9}, 


В = ((x,y) 


E R? : 2+ < 8). 


Zaznacz zbiór А w układzie współrzędnych. Пе punktów o obu współrzęd- 
nych całkowitych należy do tego zbioru? 

a) A= ((z,v) € R2:2 <2v <16 i у> z2) 
b) A= ((z,y) € R2:2 < 2 <4 i 2V < 8) 
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6.6. Logarytm 


Przypomnijmy, że logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a 
jest liczbą dodatnią różną od 1) nazywamy wykładnik potęgi, do której należy 
podnieść podstawę a, aby otrzymać liczbę logarytmowaną b. 


log,b= z, gdy а* =b 
Przykład 1 
loga 16 = 4, ponieważ 21 = 16, liczba logarytmowana 
log 1024 = 10, ponieważ 219 = 1024, log, b = z 
log, ję = —4, ponieważ 2-4 =. podstawa logarytmu 
Ćwiczenie 1 
Oblicz. 
a) log, 32 с) loga 1 e) loga zz g) loga VB 
b) log 2 d) 105,1 f) log, V2 h) loga VA 
Ćwiczenie 2 
Oblicz. 
а) log 81 d) loga Jz g) log; TYT j) log; 16 
b) logs $ e) 1053 h) log; 1 k) logs /36 
с) log, $ f) logo $ i) log; v2 1) log, 216 


Zwróć uwagę na to, że wartość logarytmu może być 


dodatnia, ujemna lub równa 0. Z definicji logarytnu EE 


wynikają podane obok własności. log, 1=0 
log,a = 1 


Przykład 2 
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = 2°. 
Zauważmy, że log 3 to taka liczba c, że 2° = 3. 
Z wykresu możemy odczytać, że: 
1 < loga 3 < 2 


Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu- 
jemy przybliżenie: log, 3 œ% 1,5849625. 


Udowodnimy, że liczba log; 3 jest niewymierna. 


6.6. Logarytm 


Liczba log; 3 jest liczbą niewymierną. 


Dowód 

Przyjmijmy przeciwnie, że log, 3 jest liczbą wymierną. Oznacza to, że istnieją 

różne od zera liczby naturalne m i n, takie że log; 3 = 7. 

Zatem 3 = 27 
3" =2m 


Podnosimy obie strony 
równości do potęgi n. 


Otrzymujemy sprzeczność, ponieważ prawa strona równości jest liczbą po- 
dzielną przez 2, a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczbą niewymierną. 


[р] Ćwiczenie 3 
Wykaż, że podana liczba jest liczbą niewymierną. 
a) 1085 b) logz5 c) log, 6 d) 1062 


Bezpośrednio z definicji logarytmu wynikają 


Podane оба зао Баа >0,а 13020: 


log, a” = 2 
Ćwiczenie 4 atab = b 
Oblicz. 
a) logą 2100 с) log, 119 ` e) 293 g) 0,4108010 
b) loge 61% d) log, e D зот h) 5%! 


Przypomnijmy, że logarytmy dziesiętne to logarytmy o podstawie 10. 
Zamiast log, b piszemy logb. Na przykład log 10 = 1, 105100 = 2. 

Poniżej zamieszczono fragment tabl 
tości logarytmów dziesiętnych liczb. 


b 1640,00: + 0,01 b+ 0,02 b + 0,03 b+ 0,04 b + 0,05 b+ 0,06 b + 0,07 b + 0,08 b + 0,09 
10 0,0000 0,0043 0,0086 0,0128 0,0170 0,0212 0,0253 0,0334 0,0374 
1,1 0,0414 0,0453 0,0492 0,0531 0,0569 0,0607 0,0719 | 0,0755 
1,2 0,0792 0,0828 0,0864 0,0899 0,0934 0,0969 0,1072 | 0,1106 
1,3 0,1139 0,1173 0,1206 0,1239 0,1271 0,1303 0,1399 | 0,1430 
1,4 0,1461 0,1492 0,1523 0,1584 0,1614 0,1703 | 0,1732 
1,5 0,1761 0,1790 0,1818 0,1875 0,1903 0,1959 0,1987 0,2014 
1,6 0,2041 0.2068 0,2095 0,2148 0,2175 0,2201 0,2227 | 0,2253 | 0,2279 


w której znajdują się przybliżone war- 


Ćwiczenie 5 
Korzystając z tablicy logarytmów dziesiętnych, podaj przybliżoną wartość: 
a) log1,5, b) log1.11, c) log1.62, d) log 1,68. 
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Zadania 


1. Oblicz. 
a) log, 64 е) logą0.125 i) logi 5 m) loga V27 
b) loga 512 f) log, 2 j) logyz4 п) logs A 
с) loga 5 g) log, 8 k) 105,532 о) log; 625 
d) loga sde h) log, ry 1) loga V3 р) logs 0,04 
2. Oblicz. 
a) log; 3 с) 10505 т5 е) logo.» 125 g) log; УЗ 
b) logo, 10° d) 10802516 f) log; z h) log; 2/2 
3. Oblicz. 
a) 29829 с) (see e) 4% КУ ee 
b) (8) a° a) (y f) aire? вуз 
4. Oblicz. 
a) log 1000 с) log10% e) log VIO 
b) log0,1 d) log0,0001 f) log 10y10 


5. Oblicz. 

a) 105100 + log, £ с) logs $ +105 010 е) log, sł — log, 1 

b) log 107 – 10558 d) log V3 — logs ӰЗ f) logą 1,5 — logi s $ 
6. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana równość jest prawdziwa? 

a) log,25=2 b)logł=3 — c)log,025=-1 d) log, 64 = A 


7. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana równość jest prawdziwa? 
3 


a) log,b=5 c) logyb=3 е) logyb=-3 g)logb=6 


b) logb=—1 d)logb=0 f) logyzk=—6 h) logb= 
8. Oblicz. 
a) logą(log 100) с) log; (log> 8) e) logy(logs(log; 9)) 
b) logo (log, 1024) — d) log (losy +) f) logs(log; (log, 2)) 


9. Podaj konieczne założenia i oblicz wartość wyrażenia. 


a) log, a? b) log, = c) log, у d) log: a! e) log z a 


6.6. Logarytm 301 mamma 


6.7. Własności logarytmów 


Twierdzenie o logarytmie iloczynu 
Jeżeli a, z i y są liczbami dodatnimi oraz a Z 1, to: 
log,(z - y) = loga z + log, y 


Dowód 
Niech p = log, oraz q = log, у. wtedy: 
a =ria =y Korzystamy z definicji logarytmu. 
z-y=a".a Korzystamy z własności działań 
z-y= ate na potęgach. 
log,(r-y) =p+q Korzystamy z definicji logarytmu. 


log,(z - y) = log, z + log, y 
Twierdzenie o logarytmie ilorazu 
Jeżeli a, z i y są liczbami dodatnimi oraz a Z 1, to: 


log, £ = log, z — log, y 


[р] Ćwiczenie 1 
Udowodnij twierdzenie odogacytinie огай. 


Przykład 1 

a) Sprawdź, czy prawdziwa jest równe log, 96 = 5 + 108,3. 
10596 = logą(32 - 3) = 108,32 + loga 3 = 5 + loga 3 

log; logs 7 — 2. 

logs 2 = 10837 — log; 9 = log, 7 — 2 


b) Sprawdź, czy prawdziwa jest równoś 


Ćwiczenie 2 
Sprawdź, czy równość jest prawdziwa. 


a) loga 6 = 1 + loga 3 с) log; $ = 3 — 108,3 
b) log500 = 24-1085 d) 1060,07 = —2 + log7 
Przykład 2 

Oblicz. 

a) log 125 + log4 — 1055 = log + = log 100 = 2 


b) loga 36 — logs 2 + loga | = log; (2-1) = logz3 = 1 
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Ćwiczenie 3 


Oblicz. 

a) log, 4 + 1059 d) log; 15 — logs 75 g) log; 0,04 — 108; 0,008 
b) log8 + log125 е) log; 19 — log; 13 h) log6 — log2 — log3 

с) loga 54 — log, 2 f) log; 0.6 — log, 0,15 1) log 3 — log 14 — log 125 


Twierdzenie o logarytmie potęgi 
Jeżeli a i x są liczbami dodatnimi oraz a Z 1. to dla dowolnego p € R: 
log, z? = p: log, z 


Dowód 
Niech q = log, z, wtedy z definicji logarytmu x = a, zatem: 
т? = (a?) 
osa Korzystamy z własności działań 
WSA na potęgach. 
log, 2” =p-q Korzystamy z definicji logarytmu. 
log, z” = p log, z 
Przykład 3 


Niech z będzie taką liczbą, że log, z = 0,3. Oblicz log; 2° i log, 1. 
loga 2° = 5log} z = 5 :0,3 = 15 


log, 1 = loga r”! = — loga z = —0,3 


Ćwiczenie 4 


Niech z będzie taką liczbą, że log z = 1. Oblicz: 


1 
3 


a) os af, b) log $, с) log VE, d) log Z= e) lo 
Przyklad 4 
Przedstaw wyrażenie 3 + log; 7 w postaci logarytmu o podstawie 2. 
3 +10857 = Zapisujemy 3 jako log; 8. 
= log, 8 + log, 7 = 
= 108,(8 : 7) = log, 56 
Ćwiczenie 5 
Przedstaw wyrażenie w postaci logarytmu pewnej liczby. 
a) 2+ log5 b) 3108;10-1 c) 2log 6-2 — d)4-2log,6 


6.7. Własności logarytmów 


Zadania 


1. Oblicz. 
a) log, 2+ logi 8 + og c) log0,12 — log0.3 + log25 
b) loga ту + log; 12 + loga 19 d) logo.20.3 — logo20,5 — logo 215 


[р] 2. Wykaż, że dla dowolnych 2, у, 2 € R, podana równość jest prawdziwa. 


а) 062202 = logz + logy + logzy 
b) log — 06:27! = -4 logy" 
с) logryz = log $ +logy?z 


d) log zy + log 27 = logzyz — log # 


23 а 
е) 2106 5 — Зва 2log (7) — 5logz 


3. Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie przedstaw je w postaci logarytmu 
pewnej liczby. 


a) loga? + 21052 e) 2log; £ + logzy + 1 

b) log Vz — log f) $ logs 82° — 2log, y z+ 

с) Hoga! +1 g) Hoga r — an — 2 

d) 1- 2log; z h) 21054212108 Sat 1 Ä log 161* 3 
4. Oblicz. 


а) (2logs VŽ + log; 32 — (leen с) G025168681- loga 0.5 
b) (loga 1 — loga Š + logą4,5)%31 d) Әна +05logzr3 
4. Oblicz: 


a) logs 925, b) loga 2, c) loga VB, d) log, TIE. 


5. Niech z będzie taką liczbą, że logs r = 


6. Wyraź liczbę a za pomocą p, jeśli p = log2. 

а) a=log200 b) a=log0,02 с) a=log0,04 d) a=log1600 
7. Wyraź liczbę a za pomocą p i q, jeśli p = log; 2 oraz q = log 5. 

а) а= 108320 с) а= ов, 2 е) a=log;3i в) a= log, VIO 

b) а= 108;100 d) а = 108304 f) a= log га h) а = log 0,2V2 
8. Wiadomo, że log 4 = 0,6 oraz log 5 = 0,7. Oblicz przybliżoną wartość: 

a) log80, c) logź, e) 1052,5, g) logóv2, 

b) log50, d) log0,5, f) log0.64, h) log25Y4. 
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6.8. Funkcja logarytmiczna 


Przykład 1 

Jeśli każdej liczbie dodatniej z przyporząd- 
kujemy wartość log, z, to otrzymamy funkcję 
f(x) = logy x określoną dla x € (0; оо). Jej 
wykres przedstawiono na rysunku obok. 


y 


иат јо |а 


Jë) -3 | -2|-1|0|1|/2 


Definicja 
Funkcję postaci f (x) = log, z, gdzie a > 0, a # 1, określoną dla т € (0; оо), 
nazywamy funkcją logarytmiczną. 


Ćwiczenie 1 


Naszkicuj w tym samym układzie współrzędnych wykresy funkcji: 
Tal = орат oraz g(x) = log, © 

Podaj współrzędne punktu wspólnego y 

tych wykresów. Tei = logi z 


Ćwiczenie 2 

Na rysunku obok przedstawiono wykresy 
f(a) = logą z, g(a) =logeroraz -t 

log r. Do którego z tych wykresów ` 


Mai + loga 


h(x 
należy punkt: 
a) (100,2), b) (21,2), е) (1024,10)? 


Przykład 2 t 
Wykres funkcji f(x) = log} z określonej 
dla т € (0;00) szkieujemy, korzystając 
z poniższej tabeli. 


© 


IE: 
s| 4 
f(z) 3 | 2 


LEE? 


Ćwiczenie 3 
Naszkieuj wykres funkcji: a) f(x) = log} z, b) f(z) = log z. 
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f(x) = log, z 


Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna 
F(x) = log, z jest malejąca. 


y 


f (z) = log, z 


Dla a € (1; ос) funkcja logarytmiczna 
(к) = log, z jest rosnąca. 


Dziedziną funkcji logarytmicznej f(x) = log, z dla a € R \ {1} jest zbiór liczb 
rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartości — zbiór liczb rzeczywistych. 
Oš OY jest asymptotą pionową wykresu funkcji f(x) = log, z, a punkt (1,0) 
jest punktem przecięcia tego wykresu z osią ОХ. 


Ćwiczenie 4 


Dla jakich argumentów z funkcja f(x) = log, z przyjmuje wartości dodatnie, 
a dla jakich ujemne, jeśli wiadomo, że: a) a € (1; оо), b) a € (0;1)? 


Przykład 3 

Rozwiąż nierówność log; z > 2. 
Zakładamy, że z > 0. 

log T > 10854 2 = log,4 
z > 4, czyli z € (4; oc) 

Nie zmieniamy zwrotu nierówności, 
ponieważ funkcja f(x) = logą z jest 
rosnąca. 
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Przykład 4 


Rozwiąż nierówność log; т>2. 
Zakładamy, że x > 0. 
log, z > орут 


2= logy 1 
z < 5, czyli z € (0:1) 
Zmieniamy zwrot nierówności, po- 
nieważ funkcja f(x) = log, т jest 

malejąca. 


Du 


Dal = logi z 


= 


Ćwiczenie 5 
Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji f(x) = log; r. Podaj rozwiązanie 


nierówności. 

a) logar > 1 с) log,z > š 

b) logi r < 1 d) log, z < š 

Ćwiczenie 6 

Naszkicuj odpowiedni wykres i podaj rozwiazanie nierównošci. 

a) loga > 1 с) logą x > —2 ©) logyr>-1 g) от <2 
b) log; 1 < 1 d) log, z > 2 f) logyz<1 h) log; z > 2 


Ćwiczenie 7 

Rozwiąż nierówność. 

a) —2 < log,z < 1 ©) –1<10832<2 е) |logiz|<1 в) logź ei 
b) -3 < logaz <—1 4) -2< log; т<1 D [юа > H h) Іов z >9 


Uwaga. Zamiast (log, z)? piszemy log? z. 


Zadania 


1. 


Dla jakiej wartości a punkt P należy do wykresu funkcji Dal = log, £? 
a) P(27,3) b) P(625,4) с) P(32,—5) d) P(4,4) 
Podaj zbiór wartości funkcji f(x) = logą © o dziedzinie Dy. 

а) D;=(0;1) b) ру = (2:00) c) Dy = (18) 4) D,=( 2 


Podaj zbiór wartości funkcji f o dziedzinie Dy. 
a) f(z) = loga x, Dy = (3:1) с) f(x) = log; z, ру = 
b) f(x) = юру z, ру = (3:27) d) f(z) = орт, Dy = 


Na rysunku obok przedstawiono wy- Y 
kres funkcji f(x) = log. ąz. Podaj roz- 
wiązanie nierówności. 

a) logyr <1 с) logia > —1 
b) log; z > 8 d) log} z < —3 


Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest rosnąca? 
а) Tal = loga z b) f(x) = logi mz с) f(x) = loga z 
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6. Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest malejąca? 
а) Tal pa ` b) f(a)=logymr €) Ја) = ову at 
7. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = log z. 
Y 
| Lë = logr 


10 20 X 


Dla jakich argumentów z spełniona jest podana nierówność? 


a) logr > 2 b) logr > 3 c) logz > 6 d) log z > 100 


8. Wstaw w miejsce [2] znak < lub >, tak by powstało zdanie prawdziwe. 


a) Dla a € (0;1) i dowolnych liczb dodatnich p, q: 
Symbol <> czytam) 
p <q log, p Ë] log, q j ane 


b) Dla a € (1; оо) i dowolnych liczb dodatnich р, q: | dy, gdy”. 
р <q log, p [E] loga q 


9. Rozwiąż nierówność. 


a) 1 < log, z < 3 d) —2 < log; z < 4 g) |loga z| < 5 
b) 0 < log} r < 4 e) —3 < logo, z < 6 h) |log,z| > š 
с) 0 > logi r > —3 f) —1 < log; r < 3 i) logi z < 16 


[o] 10. Uzasadnij, że wykres funkcji f(x) = log, r, gdzie a > 0, a Z 1, z > 0, 
jest symetryczny względem prostej у = z do wykresu funkcji g(x) = a”, 
gdzie z € R. 


W zastosowaniach, obok logarytmu dziesiętnego, często występuje loga- 
rytm przy podstawie e, gdzie e = 2,718281828... (patrz str. 291). 
Logarytm ten nazywamy logarytmem 
naturalnym. Zamiast pisać log, z, uży- 
wamy oznaczenia ln r. 

Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kres funkcji f(r) = Inz. Dla porów- 
nania w tym samym układzie współ- 
rzędnych narysowano wykresy funkcji 
g(x) = log, z i h(x) = log, £. 


11. Oblicz: a) Ше, b) In1, c) Ine*, d) In 1. 
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6.9. Przekształcenia wykresu 
funkcji logarytmicznej 


Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = logyr +2. Y „хх? 


y= ga 


Wykres funkcji g możemy otrzymać przez 
przesunięcie wykresu funkcji f(x) = logą r 
o 2 jednostki w górę, czyli o wektor [0,2]. 
Dziedziną funkcji g jest zbiór D, = (0: oc), 
a asymptotą pionową jej wykresu — prosta 
z=0. 


= logs 


TG) 


Przykład 2 

Naszkicuj wykres funkcji g(z) = log; z —3. 
Wykres funkcji g możemy otrzymać prz 
przesunięcie wykresu funkcji f(x) = log} 
o 3 jednostki w dół, czyli o wektor [0, —3]. 
Dziedziną funkcji g jest zbiór D, = (0; ос), 
a asymptotą pionową jej wykresu — prosta 
т=0. 


Ćwiczenie 1 

Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji f, g i h. 
a) f(x 
b) f(z) = logy z, g(z) = logi r +2, h(z) = logi z — 4 


= loger, g(z) = logxz + 1, h(z) = logx z — 


Przykład 3 
Naszkieuj wykres funkcji g(z) = logs(z — 4). 


Wykres funkcji g możemy otrzymać przez przesunięcie wykresu funkcji 
f(x) = log; © o 4 jednostki w prawo, czyli o wektor [4,0]. 
Dziedziną funkcji g jest zbiór D, = (4: ос), a asymptotą pionową jej wykresu 
— prosta z = 4. Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 5. 


| Жж} logs. 
gE) F logs( A) 
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Przykład 4 
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = log,(r +2). 


Wykres funkcji g możemy otrzymać przez 
przesunięcie wykresu funkcji f(x) = log, z 
o 2 jednostki w len yli o wektor [—2, 0]. 
Dziedziną funkcji g jest zbiór D, = (—2: oc), 
a asymptotą pionową jej wykresu — prosta 
z = —2. Miejscem zerowym funkcji g jest 
liczba —1. 


Ćwiczenie 2 

Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej 
oraz równanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z rysunku 
zbiór rozwiązań nierówności f(x) > 1. 


a) f(a)=loge(r-1) b) f(z) = loge(r +2) 


©) f(z) = logy(r + 4) 


Ćwiczenie 3 
Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj równanie asymptoty 
їйдє] жуйеи] fikcji. 
a) f(z) =loga(z-2)+1 
b) f(e) = logy(r- 1) — 2 
с) f(z) = log;(z +2)- 1 


d) f(x) = log; (2+3) +2 
e) (т) =logi(r-1)-3 
f) f(e) = log; (z +2) — 2 


Przykład 5 
Na poniższych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(x) = logą 2 oraz: 
g(z) = -loga £ Mai = 1їоду(—т) 

y 


Set 


89) 


D; = (0; оо) 


Wykres funkcji g jest symetryczny do 
wykresu funkcji f względem osi OX. 
Zwróć uwagę, że: — log, = log; z. 
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Dn = (—оо;0) 


Wykres funkcji A jest symetryczny do 
wykresu funkcji f względem osi OY. 


Ćwiczenie 4 
Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 
a) f(x) = logz(—r) b) f(x) = log} (—z) ©) f(z) = 108: (—z) +2 


Przykład 6 
Wykresy funkcji f, g i h otrzymano przez odpowiednie przekształcenie wy- 
kresu funkcji у = log, z, gdzie z > 0. 


F(a) = [loga | (т) = loga || Mel = Под, |z| 
Dy = (0: oo) D, = (—oo;0) U (0; оо) Юк = (—оо;0) (0; оо) 


Ćwiczenie 5 
Naszkicuj wykres funkcji g. W tym celu wykonaj odpowiednie przekształcenie 
wykresu funkcji f(x) = log; z. Podaj dziedzinę funkcji g. 


a) g(a) = овд z| b) g(a) = log; |z c) g(z) = ров А Wl 


Przykład 7 

Na rysunku przedstawiono wykres 

funkcji f(x) = |loga |211 — 2, gdzie 

æ € R\{0}. Z wykresu możemy od- 

czytać liczbę rozwiązań równania: 
|loga |z|| 2 =m 

w zależności od parametru m. 


Równanie ma: 

+ 0 rozwiązań dla m Є (—0; —2). 
* 2 rozwiązania dla m = —2, 

* 4 rozwiązania dla m € (—2: oc). 


Ćwiczenie 6 

Podaj dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj wzór funkcji y = g(m) 
opisującej liczbę rozwiązań równania f(z) = m w zależności od paramatru m, 
a następnie naszkicuj jej wykres. 


a) уба) = |logsz|-1 b) fiel = оваа — c) fiel = 0 (1+4) 
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Zadania 


Mz 


10. 


Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz jej miejsce zerowe. 

a) f(x) = 10852-2 b) f(x) = logza + 1 с) (=) = 10832-2 
Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj równanie asymp- 
toty pionowej tego wykresu. 

a) f(z) =logr(r+3) b) f(a) = logs(r=1) с) f(e) = log} +2) 


Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbiór argumentów, 
dla których funkcja f przyjmuje wartości ujemne. 


a) f(x) = log,(z + 1) — 2 d) f(x) = 1083(2 +3) — 1 
b) (а) = ову (r — 1) - 1 e) f(z) = logy(r +4) +1 
©) f(z) = logy(a — 2) +3 f) f(a) = logy(r- 1) — 3 
Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 

a) (e) =2 — loga e) (а) = ed ai — 2 
b) f(x) = —1 — log, z d) f(x) = log;(-z) +3 


Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 

a) f(x) =loge(l-1) b) f(x) =logy(-2-2) с) f(x) = logs(-1— x) 
Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj z wykresu miej- 
sca zerowe oraz przedziały monotoniczności funkcji f. 

a) f(z) = |logs(r—2)| c) /(т) =loga|r-2| e) f(z) = loga(z| — 1) 
b) f(z) = |los (e + v| d) fal = ову læ +1| £) (ж) = logy(le| +1) 
Podaj liczbę rozwiązań równania w zależności od parametru m. 

a) (E Wl -4=m b) — 08, |r||+2=m с) |loga?|+4=m* 
Naszkicuj wykres odpowiedniej funkcji i podaj zbiór rozwiązań nierówno- 
ści. 

a) орз ||| > 1 b) log} (|z| +2) <-2 c) —log;(x|- 1) > 0 
Rozwiąż graficznie równanie. 

a) logi(r+1)=-żr b) |logzz|=zr—3 с) -—log,(—z)+1 = |z| 
Zaznacz w układzie współrzędnych zbiory А B oraz A \ В. 

а) А = (х,у) € R? : y < log(r +5)), B = ((z,u) € R? : y > |z +2|) 
b) A= {(z,y) € R? : y > log,(|z| +1)), B = {(x,y) € R? : y < 5 — |z|] 
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Skala logarytmiczna 


Gdy porównujemy wielkości fizyczne, które przyjmują wartości 

z szerokiego zakresu, wygodniej jest porównywać ich logarytmy. 

W ten sposób powstaje skala logarytmiczna, na której w równych 
odstępach umieszczone są logarytmy wartości tych wielkości fizycznych. 


Dźwięk 
Natężenie dźwięku i poziom natężenia dźwięku to wielkości fizyczne 
związane z falą dźwiękową. Zachodzi między nimi zależność: 


L=10- log} 


gdzie: 
1- natężenie badanej fali dźwiękowej w watach na metr kwadratowy (W/m?), 
ly = 107? W/m*- próg słyszalności (dolna granica zakresu słyszalności 
dla częstotliwości 1000 Hz), 

L - poziom natężenia dźwięku. 

Poziom natężenia dźwięku podawany jest w decybelach (dB). 


Na przykład jeżeli podczas koncertu rockowego natężenie dźwięku jest 
równe 1 W/m?, to poziom natężenia dźwięku wynosi: 


EAR EA 10910" =10 : 12 = 120 [dB] 


Na osi poniżej pokazano natężenia dźwięków z różnych źródeł (skala liniowa) i odpowiadające 
im poziomy natężenia dźwięków (skala logarytmiczna). Zwróć uwagę, że wzrost poziomu natężenia 
dźwięku o 30 dB oznacza tysiąckrotny wzrost natężenia tego dźwięku. 


szelest cicha 
liści rozmowa odkurzacz koncert rockowy 
1000 razy więcej natężenie 
[ i] dźwięku [уут] 


1072 107! 1070 10-9 10-* 107 40-6 105 10-* 10% 1072 10" 1 10 10° 


о 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 


z poziom natężenia 
0.30 dB więcej EES 
próg woda wypływająca granica bólu 
słyszalności z kranu 
| i | El O ile decybeli wzrośnie poziom natężenia dźwięku, 


jeżeli natężenie dźwięku wzrośnie dwukrotnie? 


*6.10. Zmiana podstawy logarytmu 


Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu 


Jeśli a, b i z są liczbami dodatnimi oraz a Z 1 i b Z 1, to: 


— logat 
ER 


Dowód 
Niech a, b i z będą liczbami dodatnimi oraz a Z 1 i b Z 1. Niech p = log, z, 
q = log, b, wówczas: 


т=Ь?, b=a? Korzystamy z defini 


z = (а) =at? 


i logarytmu. 
Korzystamy z własności działań 
na potęgach 

q:p=log,z Korzystamy z definicji logarytmu. 


log, b: log, z = log, z / : Іов, В log,b# 0, gdyż bz 1 


= Joga z 
log, = 12647 
Przykład 1 
a) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 2. 
10539 _ loga9 _ 1 П 8 
9= = —2" = = log,9 = log, 93 = log, : 
log, 9 ak 7 s 10829 = log, 9? = log, 3 


b) Przedstaw log 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25. 
logo.25 9 _ logo,25 9 


log, 9 = aq = 1 = — 1060229 = logos 9"! = logos 5 
Ćwiczenie 1 
Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c. 
a) logo 7, c=10 с) logz1l, c= 49 e) 1056, і 
b) 10,3, c=2 d) log625, с= 0,1 f) log; 12, c=3 


Wzór z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu czasem wygodnie jest za- 
pisać w postaci iloczynu: 
log, b : log, z = log, z 


[р] Ćwiczenie 2 
Udowodnij podaną równość. 
a) logz3 -logs 4 - log, 5 - logs 6 - logs 7 - log; 8 = 3 
b) log0,1 - log, 0,01 - logo oi 0,001 - ово оо 0,0001 = 
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[р] Ćwiczenie 3 
Wykaż, że jeśli liczby a i z są dodatnie oraz a ź 1, to: 
а) log zz = log, 1”, b) log, z = log, VT. 


[р] Ćwiczenie 4 Jeśli a > 0ib> 0 orazaź lib 1, to: 


Uzasadnij podany obok wzór. Kac = — > 


[р] Przykład 2 
Wykaż, że jeśli a > 1 i b > 1, to log, b + loga > 2. 


Podstawiamy t = log, b. Ponieważ log, a = SCH otrzymujemy: 
а 


WER 
Przy podanych założeniach t > 0, zatem obie strony nierówności mnożymy 


przez t: Zwróć uwagę, że kolejne 


P+1>2Ł nierówności są równoważne. 
t —2+1>0 
(t-1)3>0 
co kończy dowód, gdyż ostatnia nierówność zachodzi dla dowolnego ! € R. 


[р] Ćwiczenie 5 
Udowodnij podaną własność. 


a) Jeśli a € (0;1) i b € (0;1), to log, b + log,a > 2. 
b) Jeśli a € (1;00) i b € (0;1), to log, b + log, a < —2. 


Zadania 
1. Przedstaw wyrażenie w postaci logarytmu o podstawie 2. 
a) logis 3 с) logyz11 e) log, 6 + logs 6 
b) logos 7 d) log; 9 f) log; 3 + log} 3 + logo,125 3 
[р] 2. Wykaż, że podana równość jest prawdziwa. 
a) log, 25 + log, 25 = log, 125 с) logs 4 + logg 4 = log; 0,125 
b) logo, 4 + logo,o; 16 = log de d) log; 9 + log, 9 = loga z 


3. Wyraź liczbę а za pomocą p, jeśli р = log; 2. 
a) a = log 2 с) a = logyz4 е) а= 108118 в) a= log 5 
b) а= log, 2 d) а= ов VŽ f) a=logyzó h) a = овуз 
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4. Oblicz r. 


a) log, © = logę, 125 с) log; z = logs 27 
b) log, £ = logyz3 d) log; z = logayz 10% 
[р] 5. Wykaż, że jeżeli loga 3 = a, to: 
a) log,3 = $, d) 10852 = z; 
b) 108,53 = 2a, e) саси 2,5а, 
ZE, 
юз 3% 5 TE. che Ge тр 
[р] 6. Niech a i © będą liczbami dodatnimi oraz a Z 1. Wykaż, że jeśli: 
а) log zz = t, to loga z = $, b) loga: z = t, to log ya z = 9t. 
[р] 7. Мука, że jeśli a > 0, a #11: > 0, to prawdziwy jest podany wzór. 
a) log,» 2? = log, £ d) logan z" = log, z, gdzie n € № 
b) logga z = log, z3 e) logyg z = log, z", gdzie n € N4 
с) log, z = — log, £ f) log,» z = log, «7, gdzie p #0 
8. Wiadomo, że logya = $ Podaj konieczne założenia i oblicz wartość wyra- 
żenia. 
a) log, b: log, e: log, d b) log; 5 log, + logi 1 
[р] 9. Wykaż, że jeśli a € (0:1) i b € (1; ос), to: 
1 
a) log, b — log? b < 0, c) кар Кра < -2, 
b) logi a + log, b > 0, d) log? b + log zb > —1. 
10. Wyznacz dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 
a) f(x) = log VT + log z с) f(z) = log, z? + log) т? 
b) f(z) = loga z! — log az d) f(x) =logsa* — log a zt 


. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Korzystając z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartość logą 5 z do- 
kładnością do trzech miejsc po przecinku. 
log5 — 0.69897 
loga 047712 


10835 = = 1,465 


Oblicz wartość logarytmu z dokładnością do trzech miejsc po przecinku. 
a) log, 7 b) log 3 с) 108059 
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6.11. Funkcje wykładnicza i logarytmiczna 
- zastosowania 


D Wzrost wykładniczy 


Przykład 1 

Pewne doświadczenie polegało na bada- 
niu wzrostu liczebności kolonii bakterii. Na 
początku doświadczenia było 100 bakterii. 
Stwierdzono, że liczba bakterii podwaja się 
ави półtorej godziny. Zgodnie z mode- 
lem teoretycznym liczbę bakterii, w ści 


w 


leżnoś 
od czasu £ mierzonego w godzinach, wyraża 
wzór: 


у= уа! 
gdzie go jest początkową liczbą bakterii, na- R 
tomiast a — pewną stałą. Aby wyznaczyć = 100-231 
stałą a, zauważmy, że dla Ё = 1,5 zachodzi 
równość 200 = 100-a"7. Stąd a = 21 = 1,588. Ó ww 3 MM 


Ćwiczenie 1 
Fo dwóch godzinach od хорос ee 
była równa 1200, a po sześciu godzinach wzrosła do 10800. Liczbę bakterii, 
w zależności od czasu t mierzonego w godzinach, wyraża wzór: 

у= уа 
gdkiś ро jest POtzątkiwą еа Daktari, satanas — резне stałą. Oblicz, 
Te: bylo bakterii na początku doświadczania а о po dO (zodzikach: 


ba bakterii 


HE Rozpad promieniotwórczy 


Wzór m = mo: LÉIT opisuje masę próbki promieniotwórczego izotopu о okr 
połowicznego rozpadu Т, po upływie czasu ё (то oznacza masę początkową 
próbki). 


Przykładowo okres połowicznego rozpadu ra- 
du-226 jest równy 1600 lat. Jeśli masa po- 
czątkowa mo próbki tego izotopu była równa 
100 mg, to po upływie ł lat masa dana jest za 
pomocą wzoru: 

m = 100 - 


o 1600 3200 4800 6400 t 


Uwaga. Czas £ powinien b у w tych samych jednostkach co okres połowicznego 
rozpadu Т (w tym przypadku jest podany w latach). 
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Ćwiczenie 2 

Po jakim czasie z próbki radu-226 o masie: 
a) 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu, 
b) 10.24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu? 


Ćwiczenie 3 

Okres połowicznego rozpadu strontu-90 jest równy 28 lat. Po jakim czasie 
początkowa masa próbki tego izotopu zmniejszy się o 75%, a po jakim czasie 
о 87,5%? 


radio- 


W żyjącym organizmie (roślinnym lub zwierzęcym) stosunek ilo 


aktywnego izotopu węgla IC do izotopu nieradioaktywnego !2C wynosi około 
1,5. 1072, Po śmierci organizmu ilość radioaktywnego izotopu IC maleje 
(okres jego połowicznego rozpadu wynosi około 5700 lat), a ilość izotopu *C 


pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar zawartości izo- 


topu HC może więc stanowić podstawę określenia wieku znalezisk. 


Przykład 2 

Oblicz przybliżony wiek znaleziska, w którym zmierzona 
zawartość izotopu HC jest równa 66% początkowej za- 
wartości tego izotopu. 


Korzystamy ze wzoru: m = mo - (IT, 
gdzie 5700 lat. 
m = 0,66m, zatem otrzymujemy: 
0,66 = (1) 
= 


log0,66 = log (2 
log0,66 = = log 0,5 
t = 5700 - 05000 ~ 3417 

Letz 


Zmalezisko ma około 3417 lat. 


Ćwiczenie 4 
Oblicz przybliżony wiek znaleziska, w którym zmierzona zawartość izotopu 
С jest mniejsza od zawartości początkowej о: a) 50%, b) 75%. 


Ćwiczenie 5 
W pewnym znalezisku stosunek ilości izotopu węgla ЧС do izotopu !?С wynosi 
1,875. 10-15, Oblicz przybliżony wiek znaleziska. 
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Zadania 


LS 


a) Oblicz okres połowicznego rozpadu jodu-131, jeśli wiadomo, że z próbki 
o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostało 1,2 g. 

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostało 5 g tego izotopu. Oblicz 
okres jego połowicznego rozpadu. 


2. Jednym z radioaktywnych odpadów w elektrowniach jądrowych jest plu- 


ton-239. Oblicz okres połowicznego rozpadu tego izotopu, jeśli wiadomo, 
że po 100000 lat jego masa zmniejsza się o 75%. 


Oblicz przybliżony wiek znaleziska, w którym zmierzona zawarto: 
МО jest mniejsza od zawartości początkowej о: a) 20%, b) 80% 


izotopu 


Oblicz przybliżony wiek znaleziska, w którym stosunek ilości izotopu "O 
do ilości izotopu *C jest równy 1:10. 

Oblicz, ile procent początkowej zawartości izotopu IC znajduje się w: 

a) egipskiej mumii mającej 3330 lat, 

b) kości zwierzęcia mającej 17000 lat. 


Czy wiesz, że... 
W niektórych modelach wzrostu liczby ludności zakłada się, że wzrost ten 
ma charakter wykładniczy. Przyjmijmy, że wzrost liczby ludności opisy- 


wany jest wzorem: 
уу М = №:е“ 


(liczba e — patrz str. 291), gdzie No jest początkową liczbą ludności, t — cza- 
sem mierzonym w latach, № — liczbą ludności po upływie czasu t oraz 
k – odpowiednio dobraną stałą. 


Wyznaczmy stałą k dla USA w latach 1900-2000. 

Z tabeli odczytujemy: № = 76 mln, N = 275 mln, Кок 1900 Кок 2000 

t = 100 lat. Otrzymujemy więc: 76mln | 275 mln 
275 = 76 - e!%0k Liczba ludności USA 

Stąd 100k = In ŻE (logarytm naturalny — patrz str. 308), zatem k = 0,013. 


Aby obliczyć liczbę ludności USA w wybranym roku XX wieku, możemy 

skorzystać ze wzoru N = 76. е00!8*, gdzie t oznacza liczbę lat, które 

upłynęły od 1900 roku. Obliczmy na przykład liczbę ludności w 1950 roku: 
Niggo = 76 - 7013-50 э; 146 mln 


oraz w roku 1990: 
Nigo = 76 - e9.013-9% ~ 245 mln 
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6.12. Zagadnienia uzupełniające 


E Równania wykładnicze 


1. Przeczytaj podany w ramce przy- 


x GE dai równanie 7= = den? 
kład, a następnie rozwiąż równanie. | Rozwiąż równanie 7* = 4*+*. 


а) 57 = б°+! TE = 42.47 
b) MF E d 7= =16-4 
с) Tt! = g2z-2 = =16 

d) 3% = 27 .4:-1 = 

e) 4.273 = 107.377! DI =2 
f) 5 = 16:2 ж = log; 16 


2. Przeczytaj podany w ташсе prz 
kład i sprawdź, czy równanie ma roz- ` Rozwiąż równanie 27+*+27 = 54. 
wiązanie będące 1 GC 
a) 3+2 — 2.38 


I A 8-27+27 = 54 
37 +37 
Ў ert 3 9-27=54/:9 
9(3) +G 
= tr 2 =6 
d) 20:4*!+Y2'=6 p 
sei 41 = т =1ор›6 
e) 10 „4-2 = $ 
3. Rozwiąż równanie. 
а) 4*—8.27+16=0 с) 4:16" = det) о) т-у +2=0 
b) 5%! + 25° = 6 d) 4° +8 = 3.2291 f) 77-14-77 = 5 
4. Rozwiąż równanie. 
Stär _ 3 RB A 1-4 _ ж 
a) =2 biz жт Л “олсе 4 FL 


5. Rozwiąż równanie. 
а) (2—V3)7+(2+V3)*=2 b) (3—2V2)7+(3+2V2)7"=2 
Wskazówka. W podpunkcie a) zauważ, że 2 + V3 = = 


6. Rozwiaz równanie. 


a) 87 — 47H 4 92+2 — 0 а) 81° —9*+9'*—9=0 
b) 87 —47+05—2+2=0 е) 97 -8-37 -9=0 
с) 16° -5-87 +47 = 0 f) 2-47—9-207+4=0 
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IB Nierówności wykładnicze 


7. Przeczytaj podany w ramce 


SE 
przykład, a następnie rozwiąż | Rozwiąż nierówność 3:*! > 2. 


nierówność. 391.9 B 
а) 59 <3 enz geng Zär 
b) 0,77* > 4 z +1 > log, 2 

с) (DI "en т> 1 +1082 


3 A, 
8. Rozwiąż nierówność. Zatem z € (—1 + ода 2; оо). 


a) 371 fe b) 3E <55 e) Т1 > 3% q) 0222 < zł 
9. Rozwiąż nierówność. 

a) 48225 WII < Wir? с) 27 .0,52:+05 > 5 d) 4 >1 
10. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Rozwiąż nierówność 9* + 7 -37 — 18 < 0. 


Podstawiamy t = 3“ (zakładamy, że t > 0), wówczas #2 = 9° i otrzy- 
mujemy nierówność: 


t? + Tt — 18 <0 
A=49+4-18=121,VA=11 
ty = EL = _g, „= =u =2 + > 
te (—9;2) 
Uwzględniamy założenie, że t > 0, i otrzymujemy t € (0;2). 
Wracamy do niewiadomej 2: 37 € (0:2), czyli: 


0<3 <2 
z < 10832 
Zatem z € (—00; log 2). 
Rozwiąż nierówność. 
a) 16-4" <0 с) 21-2 -2>0 єе)чт-у-4<0 
b) 9% -372 > 0 d) 9% > 10-37- 9 f) 4427H < 15 
11. Wyznacz największą liczbę całkowitą spełniającą nierówność. 
1 1 8 1 20 
A) жут PF b) 7 -6<3- 7 c) ж->+16<0 
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P Równania logarytmiczne 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Przeczytaj podany w ramce 

przykład. Rozwiąż równanie. | Rozwiąż równanie logz(21 — 4) = 2. 
a) log, (z — 7) Zakładamy, że 2x — 4 > 0, czyli z > 2. 
b) log; (22 — z) logą(2x — 4) =2 

©) log,(9z — 1?) = 3 2r—4= 3? 


d) loga |z? — 1|=3 Stąd 22 = 13, czyli z = 6,5. 


Rozwiąż równanie. 


a) log,(logą z) = —3 с) log; (loga(log, |z|)) = 0 

b) 10р: (108 z) = 1 d) log, (log log, 1*)) = 3 

Rozwiąż równanie. 

a) logoa(log;(z2 + 1)) = 0 с) logs (log;(logs(z* — 9))) = 0 

b) logą(logą(log; z)) = 0 d) log(1 + log(1 + logz)) = 0 
Rozwiąż równanie. Podaj wykorzystane własności logarytmu. 

a) logą r + log,(r — 3) =2 d) loga z + gz +3) = 2 

b) log(2r +1) +log(r+1)=1 е) logsz = 1- logy(z — 2) 

с) logz(4 — z) — logar = 2 f) eiis + 8) — log; (10 — z) = —3 


Rozwiaz równanie. 


a) log, z + log, z с) log, 1 — 2log,(z — 1) = 2 


b) log z — log (z +3) = 1 d) log (za + z2) = į logyp(a — т?) 
Rozwiaz równanie. 
в) log.(l-2)=1 — b)log.|-1|=0 с) №, 1(82—5) 


Rozwiąż równanie. 


a) 10222 + Blog z = 0 f) log? z — log, 


b) log2 z — logs z! = 0 g) log? z — loga” 
= Ра BE z 
с) loga logz =0 һ) logzr-1 Së logr+1 — 
d) loga r + 2 Vlog: z = 8 i) EE 
= 1 у log(dr+1) _ 
e) Zlogyir=1+ logą © U log(z+1) — S 


Wskazówka. W podpunkcie a) zastosuj podstawienie t = log £. 
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E Nierówności logarytmiczne 

19. Rozwiąż nierówność. 
a) log,(z — 2) < 3 с) log; (2r — 3) > log; (z + 4) 
b) log) (2x + 4) > 0 d) log;(z2 + 3) < log; 4a 


20. Rozwiąż nierówność. 
a) log} z — log; (x — 1) < —2 d) log; (x +3) + log; (z — 2) < —1 
b) log,(z — 1) +loge(r +1)>3 е) 2108,2 — logy(r +2)>1 
с) logs £ + logę(r — 1) < 1 f) log,z2 — log,(6 — x°) > 1 


21. Rozwiąż nierówność. 
a) logo(log; z) < 0 b) log; (logo; z) > 0 с) logy(logo(x + 2)) < 1 


22. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


| Zakładamy, że z > 0. Podstawiamy t = log; z i otrzymujemy: 
8-t-2>0 
=1+8=9, KR 3 
2 = —1, tę = 08 =2 
pw 00; —1) U (2; са) 
Wracamy do niewiadomej z: 
loga z € (—оо; —1) U (2:00) 
loga r < —1 lub log,z > 2 
| 0<r<ż lub 1 >4 
| Zatem: z € (0; 3) U (4;00). 


Rozwiąż nierówność 1055 т — log, z — 2 > 0. 


Rozwiąż nierówność. 

а) logź z + logą r < 2 d) logi r > 1 — log, z 
b) 105252 — 5logo sz +4 < 0 e) log z — 4logs z > 0 
с) log, £ — 5logy, r — 6 < 0 f) log? är — log? 2z > 0 


23. Rozwiąż nierówność. 
a) log, 4<1 b) log, 4 > 2 жс) og, Ze >1 
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м 


Zestawy powtórzeniowe 


D Zestaw 1 
1. Oblicz. 
ыш. 1073 Gs 1672. 12573 

a) se b) 56.252 ©) 42.12-1 d) 1077-25 7 
2. Oblicz. 

a) 258 .125% b) 643.88 c) 83.3278 d) 0.001 š - 0,09% 
3. Oblicz. 

ЖЖ т Е з 

a) 50. 5.5 4 b) 7.2% с) 0100.51.21 ы =) 

4. Zapisz liczbę w postaci potęgi a“, gdzie a € N. 


a) зі. 027 Dead c) М5у5у5 4) 916. V2- A8 
Uporządkuj liczby od najmniejszej do największej. 
a) 56; 255; 125% 592 c) 9ł; Ją; 27; (Y3); 37050 


rż 


WA (VB) 3; 0,5; 16-3; 4055 ау 4,5; ИТУ, 2,5724; 0.064 


Wyznacz przybliżoną wartość potęgi z dokładnością do czterech miejsc po 
przecinku. Skorzystaj z przybliżenia: 4/10 = 1.258925. 
a) 10! b) 10779 с) 10-19 d) 10729 


Naszkicuj wykres funkcji wykładniczej f(x) = a”, o którym wiadomo, że 
przechodzi przez punkt P. 

a) Р(2,32) b) P(1, 2) c) Р(—6,729) 

kres funkcji f. Podaj zbiór wartości tej funkcji oraz jej miejsca 
tnieją). 


a) f(v) =2—4 с) f(r)=2+27 e) f(1r)=1-3* 
b) /(r)=31+2 d) f(r)=4-% f) fiel = 4.22 — 4 
Oblicz. 

a) 108327 d) log, 3 g) 108,327 j) 2710832 

b) age 3 e) log; 27 h) log 3V3  k) /97 =? 

c) log; z5 f) loga; УЗ i) logyzz3 D 31-92 
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10. Oblicz Vab. 
a) a = logą9, b = loga 256 b) logaa = 5, log,b=3 
11. Oblicz z. 
a) logir=—2 b)log,z= š c) logįz?=4 d)log,s|z| = 4 
12. Oblicz z. 
a) og, z = log 4 + loge 9 с) loga = 2log5 + log4 
b) logs z = logs 18 — log; 2 d) log x = log80 — 3log 2 
D Zestaw II 
1. Oblicz. 
a) 4907.7-14.273 — b) V32-1007%5.5ł с) 6795.225. 270 
2. Oblicz. 


a) 184.22 +34.274 b) 21.81 16.24 с) (3-%25)- 4; (9 H 


Podaj konieczne założenia, a następnie uprość wyrażenie. 


a) Dei ail: (haty) о Lei Al OB ; 
b) (z LE WE SS 4) d) (215 у-025у; (205 .y-125) 


Która z liczb jest większa: z czy у? 

a) z = (2-3)-2, у= (2\/5-+2)%. (2/5 — 2)+ 

b) 2=3#.12795, y=90%.gł.g1ł 

Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przekształcenia wykresu funkcji 
f(x) = DI. Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej wzór i zbiór war- 
tości, jeżeli: 

а) g(x) = —/(—т), b) g(z) = f(z- 1) — 1. 

Rozwiąż graficznie nierówność Dia) > g(z). 

a) f(x) =log(r +1), g(z) = 1 + logos z 

b) f(z) =2+log;(x +3), g(z) = —1 + loga(z — 3) 

Naszkicuj wykres funkcji f. Określ przedziały monotoniczności tej funkcji. 
a) Да) = 391 е) f(a)=2-2% — e) f(e) = |loga(r- | 
b) f(a)=|BF-3| — d) f(2)=logz|r-1| f) f(z)= ege Ц 
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NA 


8. Wyznacz dziedzinę funkcji f oraz jej miejsca zerowe. 


a) (a) = pel) — x°) d) al = logą(a? +£ +1) 
b) f(z) = log, (a? — 1) ©) f(z) = log(a? Se + 4) 
с) f(x) = logo, |2z + 3| f) f(z) = —1 + log |z? — 1| 
9. Określ dziedzinę funkcji f i naszkicuj eh wykres. 
u) уа) = E b) да) = ges | e) ffa) = LE 
10. Dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości nieujemne? 
а) f(v)=2*-8 с) f(r)=log(2x-T) е) f(z)=log(—z) 
b) Ла) =(3)7'-3 9) f(2) = log; 22 f) f(z) = log; A 
11. Dla jakich wartości parametru m równanie ma pierwiastek dodatni? 
a) 6° =2m b) UI = loga m с) z — 1 = logam 


12. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartości parametru m równanie 
ia) = m ma dwa pierwiastki różnych znaków? 
а) f(z) = 2? b) f(x) = loga|r-4| c) f(z) = llog,(z—2)—1| 
13. Rozwiaz równanie. 
а) t+ Ë =191 b) 5725H = 502 e) 37+(1)*=90 
14. Rozwiąż nierówność. 
a) 67+! < 216 с) 5-2 > V5 е) v3-:37<9 
WII ' < 0.125 d) 0,047 < 0,008 f) 0.432422 > 2,5 
15. Wyznacz najwieksza wartošé funkcji f w podanym przedziale. 
a) f(x) = logs(z + 4) + log, (2 — z). (—3;1) 
b) f(x) = |log;(x — 6) + log} (10 — x)|, (7:9) 
16. Znajdź liczbę z spełniającą podany warunek. 


a) log(log, z) = 0 b) logs(log4 £) = 1 с) log,(log, z) = $ 
17. Przedstaw liczbę w postaci logarytmu о podstawie 3. 
a) loga; 8 b) log; 0,2 с) logzyz 64 d) log, 25 
18. Oblicz. 
a) Blogs 27 b) (Va) "2° жс) Bless? — 7logs5 
*19. Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór A. 
a) А = (2,0) € R? : log, y > 0) b) A=f(x,y) € R? : log, z > 1) 
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Sposób na zadanie E 


W takich zadaniach, jak przedstawione poniżej przykłady, rozwiązywanie roz- 
poczynamy od wyznaczenia dziedziny wskazanej funkcji. 


Przykład 1 
Wyznacz najmniejszą wartość funkcji f(x) = Jet? — 22 +8). Dla jakiego 
argumentu jest ona przyjmowana? 
Dziedziną funkcji f jest zbiór tych liczb r, dla których spełniony jest warunek: 
r? — 20: +8>0 
Rozwiązujemy tę nierówność i otrzymujemy: х € (—4;2) — sprawdź. 
Zatem dziedziną funkcji f jest zbiór Dy = (—4;2). 
Zauważmy, że funkcja logarytmiczna o podstawie a Є (0; 1) jest funkcją male- 
јаса. Oznacza to, że funkcja f przyjmuje wartość najmniejszą dla największej 
możliwej wartości wyrażenia —x* — 22 + 8 dla z € (—4;2). 
Wyznaczamy największą wartość trójmianu kwadratowego: 
у= –1? —2r +8 
=—1 € (-4;2) 


= 
Ze = 0 


= = 
Ye = -(-1)7 -2-(-1)+8=9 
Zatem najmniejsza wartość funkcji f jest równa: log 4 9=-2. 


Odpowiedź: Funkcja f przyjmuje najmniejszą wartość równą —2 dla z = —1. 


Przykład 2 

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = log, з SL — z)(z — 7). 

Dziedziną funkcji f jest zbiór tych liczb z, dla których spełnione są warunki: 
2:—3>0 i 22-3#1 (1) 

1(1- ite — 7) > 0 (11) 

Warunek (I) spełniony jest dla z € ($:2) U (2:00). 

Warunek (П) spełniony jest dla 2 € (1:7) — sprawdź. 

Zatem dziedziną funkcji f jest zbiór Dy = (3:2) U (2:7). 

Liczba z jest miejscem zerowym funkcji f, gdy ;(1 — z)(z — 7) = 1. 

11-2)(z-7)=1%-1+80—71=5%x7—80+12=0 
Rozwiązaniami ostatniego równania są liczby 2 i 6, ale 2 ¢ Dy. 
Zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 6. 


Odpowiedź: 6 


Sposób na zadanie 327 mmm 


@ Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 

1. Iloczyn liczb x = (25. ув) ' їу= 5.6251 jest równy: 

А. 1, В. 1, с. v5, D. 5. 


2. Wartość funkcji f(x) = 10 dla z = – (81) należy do przedziału: 


A. (0; 1), С. (100: 1000), 
B. (1:100), D. (10000: oc). 
3. Jeśli z, = VŽ і тә = VB oraz f(x) =3*, to: 
A. /(т\) < fach C. f(-11) < f(-22), 
В. f(zq') > (zz), D. falls fait, 


4. Jeśli a = log, 2 i b = logy5, to log; 31.25 jest równy: 
A. 3a — 2b, B. 2a — 3b, C. 3b — 2a, D. 2b — За. 


5. Dla jakiego n prawdziwa jest nierówność log, (V3+ 1) — log, (V3— 1) > 1? 
A.n=6 B. n=5 C. n=4 D. n=3 


6. Przedział (1: oo) jest dziedziną funkcji: 
A. f(2) = 1060221) keeft z), 
В. f(x) = log(z2 — 1) — log(1 + z), 
С. f(z) = log(1 — 22) — log(1 — z), 
D. f(z) = log(1 — z?) — log(1 + z). 


7. Do wykresu funkcji f(x) = | log, 22| należy 
punkt P(—2, 4) (rysunek obok). Do wykre- 
su funkcji f należy również punkt: 

А. (2,16), С. (2,16), 
В. (55,8). D. (3.8). 


8. Jeśli m, i ma są różnymi wartościami parametru m, dla których równanie 
—2" +4 = т? ma jedno rozwiązanie, to suma т? + m3 jest równa: 
A. 10, B. 8, C. 6, D. 4. 


9. Liczba —— + —— jest równa: 
ke? | esst 


А. 25:10832,  B.3,5-log;2, С. 45:0в;2, D. 6,5 -logs 2. 
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[©] 


Przed obowiązkową maturą z matematyki E 


HE Zadania krótkiej odpowiedzi 
Zadanie 1 (2 pkt) a 
Wyznacz liczbę, której 80% jest równe 23+2У3 ; 493, 


Zadanie 2 (2 pkt) 
Ile naturalnych dzielników ma liczba n spełniająca równanie 8 = (däi? 


Zadanie 3 (2 pkt) 
Punkt P(8, 3) należy do wykresu funkcji y = log, z. Wyznacz a. 


Zadanie 4 (2 pkt) 
Udowodnij równość 4 logy 3 + 9log, 9 = 5log; 81. 


Zadanie 5 (2 pkt) 

Uzasadnij, że liczba logs Уб + log, VS — ор, УЗ jest wymierna. 
W Zadania rozszerzonej odpowiedzi 

Zadanie 6 (4 pkt) 


Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: Y 
Tale -3 f 

Oblicz wartość tej funkcji dla 2 = —5, jeśli wia- 

domo, że punkt P(—1, —1) należy do jej wykresu. 8 


Zadanie 7 (4 pkt) 

Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 37 i g(x) = 9-3*. 
Prosta y = 100 przecina wykres funkcji f w punk- 
cie P, a wykres funkcji g w punkcie Q. Ile jest 
równa długość odcinka PQ? 


x 


Zadanie 8 (4 pkt) 

Oblicz obwód trójkąta prostokątnego, którego przyprostokątne mają długości 
a = log, 2 5 i b = log; 3" — loga 27. 

Zadanie 9 (5 pkt) 

Liczba p jest rozwiązaniem równania r log; 2 = log; 1, a liczba q ` rozwiąza- 
niem równania 4%r — 219 = 4. 25. Oblicz sumę odwrotności kwadratów tych 
liczb. 

Zadanie 10 (4 pkt) 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = а? + b, gdzie a = logo УЗ oraz b = logy 1. 


Przed maturą 


Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


[р] Zadanie 1 (4 pkt) 

Dla jakiej wartości parametru a zbiorem wartości funkcji: 
а) =3* — log, 3+1| 

jest przedział (0; оо)? Uzasadnij, że log, a jest liczbą wymierną. 
Zadanie 2 (5 pkt) 
Dane są funkcje f(x) = loga z i g(x) = 
a) Nas 
b) Rozwi 
Zadanie 3 (5 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |m* — A. jeśli m jest rozwiązaniem równania: 


(Vm + DI =56 


1 
loga z” 
icuj wykres funkcji h(z) = Hal - g(z). 


z równanie f(x) = 1g(z). 


Zadanie 4 (6 pkt) 

Do wykresu funkcji f(x) = log,(—4z) należy punkt P 

(rysunek obok). Wyznacz przedziały monotoniczno- 

ści funkcji g(x) = |f(r)|. Dla jakich argumentów z 

zachodzi nierówność g(x) < 2? 

Zadanie 5 (5 pkt) 

Do wykresu funkcji f(x) = a” należy punkt o współrzędnych (p,q), gdzie 

p= log; 256 oraz q = logayz 64. 

5) a) Uzasadnij 
(czyli jest sumą ws 


liczba naturalna n = f(-6) — f(—2) jest liczbą doskonałą 
ystkich swoich dzielników mniejszych od niej samej). 
b) Naszkicuj wykres funkcji g(x) = /(-|e|). 
[р] Zadanie 6 (4 pkt) 
Dana jest funkcja f(x) = log, 21. Мукай, że dla dowolnych 24,24 € Dy jeśli 
ту + tą = 0, to f(z,) + f(12) = 0. 


Zadanie 7 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2777. Na podstawie wykresu podaj wartości 
parametru m, dla których równanie 2777 = m ma dwa rozwiązania ujemne. 
Zadanie 8 (4 pkt) 
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = log, _,>(z2 + 4x — 5). 
5) Zadanie 9 (3 pkt) 
Uzasadnij, że wyrażenie log, b? - log, {/а przyjmuje stałą wartość dla: 
a,b € (0:1) U (1; оо) 
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Odpowiedzi do ćwiczeń i zada 


1.1. Równania kwadratowe — powtórzenie 
1. a) r=-6,r=3 
b) z = —2, 
с) 2=2,2=0,2 d)r=15 
e) r = 2T, z 


f) r= 2, r= 

g) sprzeczne 4a)r=-1,r=1 0) 2=2,2=3 
h) z = 205, p = ЗЫЛ €) z = -3у5, z AN d) sprzeczne 
Ha Én A e) т = HT, A 


6. a) z= 
DÉEN 
dr 
92 
he=j y=6+})z-}) Lass 

фт =2,у= 2r- })(2- 2) с) х= 

krm ар а Ьа) 8. a) у = (z +6)(z — 4) 

A Äis + Dis — 7) & Se: 
EN SE 
+ 2YB)(a — V3) te-2+VMfr-2- m, 
LM ¿= 12 9)у= le e) u= Alen 
uk e = 27 2-7 

(с n = beer 
g)z=-1z= Än -92+ ts 1) g) v=1(6+4)* Mu {(т-) 

i) brak postaci iloczynowej 


2 


h) z = 12,1 = 0, y = —1т(т + 12) 


H Weg pierwiastków, beak postaci 1.2. Nierówności kwadratowe — powtórzenie 


. a) z € (-2;3) 

b) z € (—co; —2) U (3;00) 

с) z € (—0;2)U(4;00) d) z € (2;4) 
, a) z € (-5;0) 

b) z € (—eo;0) U (1; oo) 

с) z € (—oo; —4) U (3; oo) 

d) z € (5:3) 
е) z € (oo; 128) u (8, оо) 

£) z € (—oo; —3 — VI5) U(-3+ v15; оо) 
3.a)rER b) х= Š c) sprzeczna 


© 


D 


|. a), b) z ER. e) sprzeczna 


Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 11-15 331 nam 


21. а) z € (—1; 


с) z € (~; 1) U (1: oo) 
d) z € (2 — V5;2+ VB) 
e) z € (-00; —3) U (2; oc) 
PASEM 
deel B-3Y5, =ч) 
h) z € (—oo; 1 — 2/2) U (1 + 2\/2;ос) 
|) se (Z; зат) 
„а)хтєЄН\{3} b) r€ R 
e) rER d)r=-3 
e) z € R f) sprzeczna 
3. a) z € (-o =) U (=н) 
b), с) sprzeczna 
а) є (22; sz) 


e) x e( ai 23. жец 

nee (о: GAJU (323; o) 

a) x € (0;3) b) z€ (-3;3) 

с) z€ (-0;—1) U(g;00) d) r ER 
e) r ER f) z € (-2- /5; —2 + V5) 


e 


5. a) ANB = (2—V3;3), A\B = (3; 2+ V3) 
b) AN B = (1;4), 
A\ B= (-00; 28) и (зр) и 
U (4; оо) 


e) ANB = (-3;2— VT), 
А\В = (~ 3) U (2 + VT; оо) 
a) z € (3;00) 

b) z € (—%; —4) U (3; 1) 

e) z € (—4; —2) U (3; 4) 

d) z € (3;4) 


1.3. Równania sprowadzalne 
do równań kwadratowych 

@1. a) z = -v3, z = -v3, z = V3, z = V3 
b) sprzeczne c) МЗ, z= /З 
d)r=-v3, z= e)r=— 
f) z=-1,z=1 

2.a)3 b) l e) 2 d)4 e)0 г)? 

3. a) r=4 b) sprzeczne c) z = + 

4.a)x=3,1=7 ) ==1,2=10 
с) 2= 15 
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ØL а) z= —3,2= —2,2=2,2=3 
b), d), f) sprzeczne 
с©)т=-\б,т 


Уб 


р, 
2.а)т=1‚,т=2 b)r=—l,r=V2 
с) == -1, =-2,:= ў1 


е) == =2 
на row R METNE 
з.а)т=-2,т=2 
b) r = -5, 
e) r=—6, 
4.a)1=9 b)r=f,r=6 c) r 
5. а) 2=0,2=27 b)z=-27,z=1 
с) == 16 


8 
5 


Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej 
1. 


2. 
1.4. Układy równań (1) 
=1lubr=0,y=0 


ØL a)r=-ly 


y 


b)r=-ly=llubr=2y=4 
У 


Lcjz=-lLy=llubr=2y=—4 b)z=-2y=-llubr=2y=—1 
Үү Y 


d) z = -3, y = —9 lub £ = 2, y = —4 c)r=ly=llubr=2,y=0 
lubr=3,y=1 


lub x = 2 +2YŻ, у = —4/2—-6 
01. a) 2 b)0 c) 2 d) l 
2. a)r=0,y=dlubr=3,y=1 
b) r = —4, y = 6 lub z = 0, y = -2 
„y=-2 
„y=0lubr=2,y=3 


f) z = -1— v3, y = ET Det 
lub x = -1+ УЗ, 
3. a) [1,1] b) PZ, 2] e) B, —8] d) [8, —3J 
4. a) z= —2, y=4 lubz=2,y=4 

Y: 
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1.5. Układy równań (2) 
1. a) 1 b)O 


2.a)r=-3,y=-2lubr=0,y=1 
y. 


© 


b) £ = —4, y = 0 lub 
о 


с) r=-4,y=6lubr=0,y=-2 
y 


1. a) (0,0) b) (—2,/3,4), (22.4) 
c) (=2,1), (2.1) d) (—1,0), (1,0) 
2.a)r=0,y=-3lubr=2y=1 

b)r=0,y=2lubr=2,y=0 


e)r=0y=3lubr=2y=3 


d)r=-ly=-llubr=2y=2 
e) z = 0, y = —3 lub z 
f) z=-1- VT, 


lub r 
3.a)2 b) l c)O d)2 
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Równania i nierówności 
z wartością bezwzględną 
1. 


16. Wzory Viëte'a 
2. a) z: + zə = 9, Tira = —7 


b) zı +22 

c) zi +22 

d) brak pierwiastków 

e) z + 12 = —12, 1122 = 
f) zi + 12 = EE 


. a) różne b), e) ujemne c), f) dodatnie 
d) brak pierwiastków 


4. a) 3 b) 12 c) brak pierwiastków 
1. a) różne b) ujemne c) dodatnie 
d) brak pierwiastków 

e) dodatnie f) różne 

|. a)-1 b)-5 e) 20 

| a) 69 b) 12 e) 12 
ыш 

a) $ b); c) 8 

. a) tak b) nie 

. a) пр. 22 — 10r+4=0 

b) np. 22 – 12r +8=0 

с) np. 22 —6r+2=0 


zë ant Se 


1.7. Równania i nierówności 
kwadratowe z parametrem 


1. m € (-%;—1) 
2. a) m € (—co; $); 
= UPR, д, = LV 
b) тє (-оо;=®®) 
ut boo); 


атут ата 
had ES ИГЕП 


с) m € (~œ; 20900; оо); 
= SSES, = -т+утїүїт 


7 
|. a) 0 dla m € (3;7), 
1 dla m € {3,7}, 
2 dla m € (—00;3) U (7; оо) 
b) 0 dla m € (–4;0), 
1 dla m € {4,0}, 
2 dla m € (—оо;—4) U (0;00) 
4. a) k € (—00;2) b) k € (0;00) 
. a) m € (оо; —3)U( vB)u(2v2;4) 
b) m € (-00;0)u(0;3—2V2)U(3+2VZ;7) 
6. a) k € {—4,6} b)k=-F 
. a) k € (11 — 4Y7;11 + 4YT) 
b) k € (о; 3) 


= 


b) m € (оо; Ju 
с) m € (—00;4) 
d) m € (—co; —1) U (1:00) 


(4; оо) 


4. a) k € (—оо;—3) b) k € (5;00) 
©) k € (lico) d) k € (1;00) 

5. a) m € (d;o0) b) m € (-3;—3 

©) nie ma takiego m 

d) m € (2:00) 

. a) m € (2— V5;0)U(4;2+ v5) 
b) nie ma takiego m 

7. a) k € (3:00) b) k € (—6;6) 

с) k € (—2;6) d) k € (2—2V2;2+ 22) 
e) k € (-0; —2) f) k € (1; oc) 

|. a) k € (0;4) b) k € (—4;4) 

€) k € (—eo; 1) d) k € (8;00) 

e) k € (0;2) f) k € (ż;00) 

|. a) a € (6;00) b) nie ma takiego a 
©) a € (—00;0) U (3;2) U (6; oc) 


EJ 


dja=-l,a=1 
10. a) a= -8 b) a € (-06;3)U (28; oo) 
11. а) а= –У22,а= Ë b)a=4- VW 


. a) 


Lë 
18. а) m € (—оо;—2) b) m € (0; 4) 

с) m € (—оо;—6) d) m € (—оо;—2\/3) 
19. a) 0 dla m € (—4;oc), 2 dla m = —4, 

4 dla m € (es —4) 

b) 0 dla m € (0;00), 1 dla m = 

2 dla m € (—%30) 

©) 0 dla m € (—0c;0), 

2 dla m € f0) U (9; оо). 

3 dla m = 9, 4 dla m € (0;9) 
20. т € (6:00) 
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1.8. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1) 
1.a)361 b) + c) 


2. 162 3. 
3. a) najmniejsza: f(—2) = 4, 4. 
największa: f(1) = 13 5. 
b) najmniejsza: /(4) = —19, 6. 
największa: f(0) = —1 m. 
e) najmniejsza: f(—1) = —11, А 
największa: /(2) = —2 3 
d) najmniejsza: f(—3) м 
największa: /(—2) = /(1) = 1 $ 
4. boki — 10 cm, pole powierzchni bocznej - 5° 
800 em? 
(1. a) najmniejsze: /(0) = /(4) = —1, € 
9(0) = —3, т. 
02) = 3, 9(4) =9 9. 
70-2) = -13, 
z, największe: /(0) = —1, 10. 


=-3 


największe: /(2) = 3, g(6) = 21 S 
2. a) 8 b) 32 
3. 21 mx21 m 
а тахиа 3 
5. 3cmx3cem 


3 cm x 6 cm x5 cm 
1. 


Т. a) P(z) = –222 + Az, z € (02), 1x2 
b) Р(х) = -32° + 24z, z € (0;8), 12x4 
8. a) najmniejsza: /(4) = 1, š 
największa: /(2) = 1 3 
b) najmniejsza: /(0) = /(4) = 2, 
największa: f(2) = 2/2 
©) najmniejsza: f(—1) = 1, 
największa: f(—2) = /(0) = + 
d) najmniejsza: /(1) = /(5) = 4, 
największa: f(3) 
1.9. Funkcja kwadratowa ` zastosowania (2) О. 


It. b) cena lalki: 55 zł, wielkość sprzedaży: 
1400 sztuk, zysk: 49000 zł 
2. a) (т) = —50z2 + 2250r — 17500, 
z € (10;35) 
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b) cena misia: 22,50 zł, wielkość 
25 sztuk, zysk: 7812,50 zł 


18 zł 

a)l2mx18m b)9m x 24 m 
15 m 

т=3 

a) 10cm b) 82227 <s 6 [em] 
w obu przypadkach 1,5 m 
r>2 

Jeśli przez z oznaczymy szerokość pokoju 
w metrach, to z € (VIT — 1:6). 
40 cm 

z€ (2;8) 


100—6) +4= —ga” + ża 
Ais —6)(z + 6) Aaf +4 


1.10. Zagadnienia uzupełniające 


a) (VST), (EET 
ү ) ( ) 
©) (— 6.2), (6.2), (-1,-3), (1, —3) 

d) (0,5), (—3, —4), (3, —4) 

0, 1, 2, 3 lub 4 


Zestaw powtórzeniowy I 


b)z=0, z 


jdjz=-0=4 
DE 2=-р2= 9 


a)r=0,r=$ 
DÉEN 
e) z 


„z 


a) z 


a) z e (0:2138) u (=, oc) 


3 c) sprzeczna 
4) е (1 51+22) етек 
f) z € (—20;1 — V3)U(1 + V3;00) 


4. a) АПВ = (-1— VŻ;—1)U(0; —1+ V3), 
A\ B = (-1;0) 

b) ANB = (—2 + v2;3), 

00; —2 — VB) U (3; oc) 

(2— VT;2+ Vf), 

—3;2 — VT) U (2+ VT;6) 


£) sprzeczne 


6. a) z = —2, x 
b) z = —2, SES т=\З,т=2 


є) sprzeczne 


Ae УЗУ. BE 
= ME к= УМ: 
е) z = —2\/7,т = 2/2 
f)r=-V1+V6,r=V1+V6 
D 2 

h) r=-V3, z = V3 


i) sprzeczne 


1a)r=-Qy=llubr=l,y=4 


b)a=ly=-2lubr=2y=1 
c)r=l,y=Olubr=3,y=4 

8.ajr=-l,y=2lubr=l,y=2 
b)r=ly=3lubr=3,y=3 


с) z=0y=1lubr 


у=1 


. a) najmniejsza: /(—1) = 
największa: /(1) = 6 
b) najmniejsza: /(4) = —8, 
największa: f(1) 
©) najmniejsza: /(0) = 1, 
największa: /(2) = 


11. 62,5 m x 62,5 m 


12. a) o 100 zł; zysk zwiększy się o 10000 zł 
b) o 280 zł; zysk zwiększy się o 3920 zł 


13. a) 


b) 


9 


Zestaw powtórzeniowy II 
La)c=$ b)c=—-5 c) e= 
d)c=0,c=4 
2. a) b € (оо; —4) U (4; oc) 
b) b € (оо; —1) U (1;00) 
3. a) 0 dla m € (—оо;0), 
2 dla m € {0} U (1: oo), 
3dla m = 1, 
4 dla m € (0; 1) 
b) 0 dla m € (-%;-$), 
2 dla m € f-$) U (0; о), 
3 dla m= 
4 dla m € (–3;0) 
e) 0 dla m € (4;оо), 
2 dla m € (—00;3) U {4}, 
3 dla m = 3, 4 dla m € (3;4) 
4.a)r=l1 b)r= 
c) == EI, r 


d)r=-1-V3,r Sala SZEW: 
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5. a) z = 148 
-6, r =-3,1=3,x=6 


Т. а) SE b) 7- 2V2 
8. a) f(x) = —3r2 + 8r — 2 
b) f(z) = —2z2 + 202 — 48 
. a) m € (—о0;0) b) nie ma takich m 
e) m € (-2;0) U(0;2) 
DEER 
10. a) m € (4 + 42; оо) 
b) m € (0;1 — Z) 
11. а) m € (ә; 1507 
b) m € (3;оо) 
12. a) m = —2, m 
b) nie ma takich m 
13. a) m. 


Zadania testowe 
LC 2B 3.C 
8.0 9.B 10.0 


AC Б.А GA 7.D 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 


Ls=yf,z=vf 

2. x=0,y=0lubr=4,y=8 
3. 12 

4. М5, z =—3,r=3 
5.1 

т. 96 cm? 


8. a) P(zo) = —Za$ + dro, zo € (0:6) 
b) 0(0.0), A(3,0), B(3,2), C(0.2) 
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Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 


1. 153 (2 + 8) 

2. 847 (2V5 +4) 

3. 519 (mo = 3) 

5. z € (—00; —2) U (200) 
6. Y 


T. m € (—4;:—3) U (5; oo) 
8. m = ELE, m= 141 
9. т 


2.1. Stopień i współczynniki wielomianu 


(1. a) tak, stopnia 7 b) tak, stopnia 1 


с), d) nie e) tak, stopnia 3 

2. а) w(r)=27- х4 +23 -r° +r- 1, 
st (w) = 
b) w(w) = 225 — Za” + Zei — a" — m, 
st(w) =6 
с) w(x) = 229 + z? + 301 — z2 + 60 — 2, 
st (w) =8 
d) w(x) = 2219 — zê + 32 — Ae + 5, 
st(w) = 10 


3. a) as = —2, а = 
а = 1, ao = 0, st (w) 
b) a 
аз 


в = 1, st (w) = 6 
с) ao = 219, st (w) = 0 
4. a) w(x) = —3х* — 31? — 3 
b) w(z)=x'—x* +17 —x1+1 
. a) w(0) = —4, w(2) = 10, w(-2) = —26 
b) w(0) = 1, w(2) = 21, w(-2) = 13 
с) w(0) = —2, w(2) = 32, w(—2) = —44 
d) w(0) = 3, w(2) = —47, w(-2) = —75 


я 


2. a) w(0) = —3, wii 
—19, w(— 
b) w(0) = 2, ш(1) = —3, w(-2) = 32, 
w(-3) = 80 
e) w(0) = —4, (+ 
w(-2) = —34, w(-3 


d) w(0) = —10, ш(4) = 

w(-2) = —58, w(—3) 
$.a=1,b=—2,c=—8,d=4 
4. a) Q b) P 


б.аўа=1 Na das (leen A BL 


6. а)а= 2,0= 28 b)a=3,b=1 
7. a) 5 dla m € R \ [-2,2), 
3 dla m = 2, 1 dla m = 
b) 6 dla m € RN (-4,0), 
4 dla m = —4, 2 dla m = 0 
. wlr) = rtt fa + {5+ Zi w 
a) 0 b) —1 


е = 


2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianów 
[Ё]1. a) u(z) + щ(т) = 17т* + 62° — 322 + 2a, 
st (u) = 4, st (w) , St (u + w) 
b) u(z) + w(x) = pi — 1323 — 2a? +5, 
st (u) = 7, st (w) = 7, st (u + w) = 

2. a) np. u(x) = т* + 1, (z) = ai 


b) np. u(z) = —т* + 1, w(r)=r* ai 
c) np. u(x) = —x'-r+1, w(x) = zt +z2 
d) np. u(z) = —x* +1, w(a)=a*'+r+1 


e) np. u(z) = —т* + 1, (z) = тї +1 
. a) u(x) — w(x) = 52° + 42% + 1023 + 

++, 

st (u) = 9, st (w) = 8, st (u — w) =9 

b) u(x) — (z) = Zei 

st (u) = 6, st (w) = 6, st (u — w) = 4 


e 


5. a) h(z) = —10х° +8г* + 7, h(—1) = 5 
b) (т) = –142* — 1527 +4, h(—1) = —25 
6. a) tak b) a=5 
7. a) u(z,y) + w(z,y) = 4т®у° + Zary" + 
9122 — dry — 1, 
u(x, y) — w(z,y) = 41302 — Злу? + 
+ ay? + Sry +5 
b) u(z,y) + w(z,y) = Żały + Fa”y+ 
try? — s +5, u(a,y) — wlz, y) = 
Sein 3 za”y— Gzy” +r—3 


8. a) u(z,y,2) + w(x, y, z) = 

= 5ry?z? — Gay z + Gaye" + гу. 

u(a,y,2) — w(a,y, 2) = 

= Amis — Ga” yz — Gryz? — ryż" 

b) u(r,y,2) + w(z,y, z) = 

= Say + Las — 4yz2 + z”, 

(2,0,2) — w(a,y,2) = 

= Bay — 20:2 — Bus + 2:2 

a) f(x) + g(x) = 1° +° + z? — 20 + 6, 

Dal ais) 329-42 2322-6002 

b) f(z) + g(z) = 3a" + 2 — 1 +2, 

f(z) — glx) = —2r* + 35 — 522 + 9x + 2 

e) f(v) + g(x) = z +3a* +x- 3, 

f(z)—g(z) = 427 — 25 + 321 + 7a — 7 

2. a) w(x) = 2125 + Gei, st (w) = 5, Sw 
u(z) =—la" — 2", st (u) = 5, Su 
b) w(x) = 1222 — 18z, st (w) = 2, 

je = —6, u(x) = —22° + 3a, st (u) = 


2 


8, 
A 
з 


b) /(-3) 

©) u(-3) 
4. a) st(p+q) =5 

b) st (p+ q) £ 5lubp+q=0 

с) Jeśli m Z п, to st (p+q) = max(m,n). 

Jeśli m = п, to st (p+q) < n lub p+q = 0. 
5. a) st (u + w) = 6 dla a #0, 

st (u + w) = 4dlaa=0 

b) st (u + w) = 5 dla a # —6, 

st (u + w) = 1 dla a = —6 

с) st (u + w) = 4 dla a € R \ [-1,1), 

st(u + w) =3 dla a= 1, 

st (u + w) = 1 dla a = 


1 
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6. a) st(u+ w) =5 dla a € Ri b# 0, 
st (u+ w) 
st (u + w) 


st(u + w) 
st (u + w) =2dlaa= 
с) st (u + w) = 4 dla a Ь, 

st(u + w) = 3 dla a = b # —4, 
st (u + w) = 1dlaa=b=—4 


Т. a) p= –2,4= —1 b) k(x) = Zei — dr 
8. a) w(-2,3) = 66 b) w(2, —4) = 60 
9. a) u(z,y)+w(a,y 


u(x,y) — w(a,y) = ża” y + Zeg — Aen, 
(u+ w)(-2,3) = -8, (и — w)(-2,3) = 76 
b) u(z,y) + w(a,y) = 
=-żay — ley + gay”, 
ща, у) w(x, y) 
(u + w)(—2,3; 
(u — w)(-2,3) = 25,5 
10. Р(х,у) = Benz 2y 
11. a) Q b) P c) P 
12. a) v(r,y, z) Ausl + 6a ?yz — Zryz? + 
—3Згуг, st (v) 
b) v(x, y, 2) = 423022 — 220222 — 9ry2? + 
+ Bue + буз?, st (0) = 6 
P(a,y,z) = Ату + drz + dyz + 102+ 
+8y + 62 + 22 


13. 


2.3. Mnożenie wielomianów 

(1. a) u(x): w(z) = r7 + 225 — zt — a", 
st (u w) = 7 
b) u(x) w(z) = z? — 
st (u- w) =7 
e) u(a) - w(x) = z? — 1, st(u- w) =3 
d) u(x): w(x) = 2" — 3a" + 42 + 3r — 5, 
stin - w) A 


-2 +r’ +1, 


z? — т, D = (1;оо) 
a? + 6a? + Ur + 6, 


223 +422 — ta 1, 


d) V(x) = т* + 6z3 — 54r — 81, 
D= (3;%0) 
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3. a) —4r* +2u%y— Ae +6a7y +ay— Bay" 
b) 3232 — 2л®у + Gay” — Bay — Злу? + 
+dzy—y 
с) Arty? — Maty? + 3a*y' — May” + 
+10x*y? + Bay? — Day? 

4. a) 213422 + 2л®уз® — ay? z — wyż” + 
+224222 — 222 
b) 3a?y?z — da? yz? — 2х?у% + 472252 + 
= le + 6ryz? — 8zz3 + 2222 
с) z3222 + 21322 — wyż + ryt 22 + 
A Ale —Żry z+3uy” 2 +6vyz' —Bryz" 


2 


gay ga”y—2ey”, EI, a) Zei — Tr? + 172° — Тт, аа = 2, ao = 0 


bei —3a* +12? —60+8, a4 = 4, ao = 8 
с) 2х%—2х° —x* +20" — m, as = 2, ao = 0 
d) äs — 3a" +8z +16a* — 3x7 Aler, 
„ао=6 
е) 225 – 209 + ża” — be - 1,052, 
DEES 
f) —4т° — a” — 5\у/2:* — Ba" + 622 + 
+2 + 2\/2, ав = —4, ао = 2/2 
2. a) st (w) = 3, as = 1, ao = —1 


b) st (w) = 3, as = 6, ao = —6 
с) st (w) = 5, as = —4, а = 1 
d) st (w) = 1, a =—6 
e) st (w) = = —6, ao = 2 
f) st(w) = 12, ao =6 


3. a) v(x 
st (v) = 6 
b) v(x) = 22* + 220 — Ta? — 4\/2® +8, 
st (v) = 4 

4. a) f(z) = af — 3a” — 21т* + 2a”, 
а(х) = 122° + 922 — 6r + 1 
b) f(x) = —6т? +2zŠ + 6бл° — 3a" — 6x” + 
+31? — 1, 


Af 8a" +16r* +6a" — 2407 +9, 


g(z) = z° — 21° + Al + 6z3 — da? +2 
с) f(z) = 325 – 524 + 6z5 -£ + 1, 
а(х) = т° — 2:5 + 32* — 4r? + dz 


5. a) P(x) = 10z2 + 2a — 20, D = (2;00) 
b) P(z) = 221 + da? + Ma? + 6z +4, 
D = (2-1) U (100) 

6. a) m 
b) m 
c) m 


т. 


a) dat — 122802 — Ат®у + Taty? — 2y* 


b) —drty! + aty? + 6z2 + 4r2 + 2гу* 
, а) Zei + ay? — Baty — Aen — (ien? 
b) yte +22202 —ay+zy — 20y + 


—2y* 


c) ata yta y ry ray Pay ° 


d) Zei — 3VBy* 


a) —2z2y + da” z + dry? — Zens — 20:2 


—2y?z + 4yz? b) 2? — у? — 2gz — z 
c) 36a7y? — 1622:2 — 9y* + 4222 


d) ayzta?yta mie ay ztryti 
10. 22у + zz + 5e + Ży+ z +5, gdzie z > —1, 


Y>-1,2>-1 


2.4. Wzory skróconego mnożenia 


2. 


10. 
m). 


p 


а) 23 +3e2+3e+1 b) z’ 
с) z? + 9z2 + 27z + 27 

d) 2° — 1222 + 48x — 64 
e) Bai + 36x7 + 502 + 27 
f) 8r’ — 12a? + 6r — 1 

g) 272° + 27a? +9r +1 
h) 1 — 9x + 27a? — 272" 
a) 2(10 + 7/2) b) 8(V5— 2) 

с) 6(9 — 5v3) d) 2(25V2 — 44) 

e) 46/5+ 61 f) 3(26V3 — 45) 

g) 11V2+9vV3 h) 3(7/3 — 5v6) 
а) 23 +8 b)a*—1 c) z +1 

d) 2" + 216 е) 23 — 512 f) 8° — 1 


„а)х®—1 b) -zë + 729 


c) ai + 64 d) 162* — 20022 + 625 


ali 1 Ma" 


с) 219-1 4) 25-21-22 +1 
а) 21—81 b) z” —32 

a) z" + 1222 + 482 + 64 

b) 2 + 1522 + 752 + 125 

с) z? — 612 + 12r — 8 

d) z? — 9a? + 27a — 27 

е) Sr" + 1222 +6r + 1 

f) 12525 — 7512 + 15x — 1 

g) т* — 3YŻa" + 6x — 2V2 
Mairie? + 9z +3V3 


. a) 5V/2— 7 b) 45+ 29/23 


c) 16V5— 61 d) 4(3V6 + 5V2) 


Зл? +30 — 1 


3. a) 14 b) 100VŻ c) —74 d) 22у5 
4. a) 8г® + 12224 + 62: ją 
Mai — бту + 1222 — 8y” 
c) 2723 + 54z2y + 3Gry? + By” 
d) 8z* — 36х®у + dzy? — 2Ty? 
е) z! + z2y + And + zy” 
£) 2° Zei + Aen? — бу? 
g) 3V3z + 92y + Ze? +? 
h) Fa” — y+ VBry — y? 
5. а) 16z3 + 60z2y + TSry? + 35у? 
b) 262° + 18z2y — IBry? — 26y* 
6. a) z! + 51° + 125z + 625 
b) zt — 5a* — 1252 + 625 
с) 812* — 272° —3r+ 1 dja —1 
7. a) 73 b)-1 c) 2 d)8 
8. а) r=27 b)r=-8 c) z= 
d) z 2017 
9. a)a?—1 b)a+1 
11. a) (a —b)(a+b)(a2+ab+b2)(a2 —ab+b2) 
b) (a? + Ь?)(а? + V3ab + b?) - 
(а? — V3ab + b?) 
13. a) ўз b) Y5+2V3+4 
e) 2( 9 — 6+ VA) 
d4)9+6%2+4%4 


1 


Trójkąt Pascala 

1. a) а? + Ta*b+ 21а°° + 35a*b* + 35a*b* + 
+214200 + Tab" + b” 
b) a” — 7a*b+ 214%? — 35a*b* + 35a*b* + 
— 2102 + Tab" — b” 
©) a” +8a7b+ 28a*b* + 56a*b* + 70a*b* + 
+56a?b + 28076" + Sab" + b* 
d) aë — ва? + 28a*b* — 56a*b* + Diet + 
— 56a*b + 28a?b" — Sab” + b° 

2. (a +)? = a? + 9a*b + 36a7b* + Sda"b* + 
+ 126a*b* + 126a*b* + Sda*b* + 36a7b" + 
+ 9ab* + b*, 
(a +b)” = a" + 10а°Ь + 45a*b* + 
+ 120a7b* +210a*b* +252a5b +210a 05 + 
+ 120a*b7 + 45a?b* + 10ab? + MI 

3. a) 12V24+ 17 b) 4(7 — 4v3) 
с) 70V2+99 d) 8(26 — 15)V3. 
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2.5. Rozkład wielomianu na czynniki (1) 


IS 


е 


a) z3(z — 7) b) 6z2(3z + 5) 

с) —äeite +4) d) —I8z2(3z — 2) 
e) 6z(z +1)? f) —3a7(x — 2)? 

g) -3r (3x — 1)? h) Äetai + 2)? 
a) w(x) = Arte + 4), 

a” +4>0dlar ER 

b) w(x) = ża*(a* +3), 

п +3 > Odlax ER 

с) (z) = —Ge"(a? +7), 
«*+7T>0dlarER 

d) w(x) = site + V3), 
22 + уЗ > 0 dla r ER 

e) (z) = 29(722 — 52 + 1), A 
f) ша) = sis tr +2), A 
g) w(x) = -r° (41? — 3r + 7), 
103 < 0 

зул? — 2y3a + уб), 
1V3<0 

a) site —3)(6+1) b) Ze*( + Ate 1) 
с) —2z(z — Ze + 2) 

d) 2022 (z + 3)(r + $) 

e) —2r(z — 5 + 2V5)(a — 5 — 25) 

f) 202 Äis 5 

geck ik - 252) 
h) dr' (x — 3 + VB)(r — 3 — V2) 


. a) tr(r — z)(a + 5) 


b) 1627 (z — 1)(r + 1) 

e) 222(z — VB)(a + V3) 

a) site? — 2z + 5) b) z2(z — 3)(z + 2) 
с) Zeite — 1)? d) Ga?(a — its + 1) 

e) 6z(z — 3)(r— 1) f) Anita + Äis — 2) 
a) z2(z — 2)(r — 3) b) 2z(z + 4)(r — 5) 
с) —6e*(r— 1)(r- 3) d) z2(z2 +3r +4) 
e) z(a? + vVZr+1) f) —Iz*(z —9)(z+1) 
g) (z — Ate — 2)(a — )(z + 1) 

h) (z — 4)(z + 1)2(z + 4) 

i) Ae — š)(z + Ate — 3)? 

j) iis — 3)(z — 1)(z + 2)(z + 5) 

k) z°(z — 2)(z + 3)(a? + 2z + 3) 

1) ж(®—2)(ж—1)(ж+2— V3)(r+2+ v3) 
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21. 


4. a) S(n) = tn(n + 1)(2n + 1) 
5. a) S(n) = 1п2(п + 1)? b) 3025 


2.6. Rozkład wielomianu na czynniki (2) 


81. a) Zeite + Us — z + 1) 


b) —т%(т +2)(z2 — 2x + 4) 
c) z(2r — 1)(Az2 + 2z + 1) 
deit — 0,1r)(1 + 0,1z + 0,012) 
e) a*(2r — 3)(4z2 + 6z + 9) 
f) Zei äs + 1)(0.09z2 — 0,32 + 1) 
, a) (z2 + 1)(z + 5) 
b) (x — )(z+ D)(z+3) 
с) (z — 2)(z + 2)(4x + 1) 
d) 2(22 + 1)(z + 3) 
e) (z — 5)(z + 5)(z + 4) 
f) (z — )(z + 1)(V5z — 1) 
g) (22 — 1)(da? + 22 + 1)(х* + 2) 
h) z*(a* + /3)(z — УЗ) 
a) x(x + 3)(z?2 — 3x + 9) 
b) z2(z — 2)(z2 + 2т + 4) 
©) —z(z ts — dr + 16) 
d) –122(2 — 8)(z2 + Вг + 64) 
e) Zeite + Ż)(a” — Że + $) 
f) 1252" (z — its? + ża + $) 
2. a) (z +2)(z — 2)(a? + 2r + A) 
b) (22 — 1)(Ta? + 2) 
с) (z — 3)(2z? + 5) 
d) (z —3)(z + Dis — z + 1) 
e) Ate — 1)(z — V6)(z + V6) 
£) 3(2z — 9)(z —3)(т +3) 
g) (z — V2)(z? + VB) 
h) V3z(z + V2)(a? + Si 
allez (te 12 
Mäe äs: (+ ү 
с) 3(z + 2) (a — v3) (2 + /З)(х® + 1) 
4. a) 20z2(z — Ze — 1)(a + 6)(z2 + 2) 
b) — Ja?(a — 7)(a — 2)(z + 2)(z + 4)? 
с) Zeite — 2)(z — 1)7(z + 2)(z +3). 
-(27 + r +1) 
d) Ze (a — (e — (z+ Us -£ +1): 
-(z2 + r+1) 


D 


p 


5. a) (22 — V2r + (a? + VŻr +1) 

b) 4(z2 — Ve + äs? + у32 + 3) 
e) 9(a* — $ Vör + Alte + S Vör + $) 
d) (2? — 1 +3)(a* +x +3) 

e) 16(a* — 2+ Ate? + fr + 1) 

£) (a? — © + Ż)(a” +r+ 3) 

6. а) 2(z — 1)(22 — Że + 1) 
Maier Us EE Gell 
с) (a + Ate — 1)(r — 1) 
d) 64(z — 1)(х® + Tyr + 75) 


2.7. Równania wielomianowe с) 2= -3,2=0,2=1,2=2 
Øi а) r=-i,r=0 5. (—2, —7), (2.1), (3,3) 
2 i; 6. a) (—3, —10), (0,2), (3,14) 
b) (>v2,1—3V2), (4,3), (V2,1 +3V2) 
€) (-1, i (1,1), (3,9) 


), (2, —3) 


4x, D = (цоо), 
V(z)= 12 dla z =2 
12. ściana o krawędziach: (2V3—3) m, £ m; 
= (3-38) m = 0,4 m 


2.8. Dzielenie wielomianów 
Ei. a) 1-2 b) 9r+12 
€):*-2r+1 d) Że” + 2 -r 
2. a) z — 3, reszta 4 b) dr + 4, reszta 5 
с) z? + 3: — 5, reszta 4 
d) 3z° + 322 — 6x — 6, reszta —2 
. a) w(x) = (z? + Uz — 2) +2 
b) w(x) = (—2e7 + 92 — 27)(a + 3) +85 
с) (z) = (a* + 222 — z)(z — 1) 
d) w(x) = (3a*—6e7 +11: —13)(0+2)+25 
{7]1. a), е) jest b), e), d) nie jest 
2. a) w(x) = (2z? + 9r + 37)(z — 4) + 147 
b) w(x) = (22 — 3x + 12)(z + 3) — 
с) w(x) = (33 +312 + 2r + 2)(a — 1) +2 
d) w(x а 2e— (e + 6) +2 
e) w(r) = (2122 + 6x)(z + 2) — 2 
f) w(z) = (122° + dz)(a — 1) +3 
3. a) tak b), c), d) nie 
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4. a) w(x) = (2a? Ae + 1)(2r+ 1) D 


b) w(x) = Lei + Ża)(3e — 1) +7 
e) w(x) = (212 — z)(3z + 4) — 1 
d) w(x) = (212 — Ae + 2 be + 3) — 4 


5. a) w(x) = (—3z — 1)(a? — 4) — 9x — 8 
b) w(x) = (22 —5r+5)(a7 +) — 10642 
с) w(x) = (a — (2 +2 +1) +7 
d) w(x) = (da? +4)(a? — 1) — 20 + 7 
e) w(x) = (1e*+3r—1)(2e7+1)-30—7 
2.9. Równość wielomianów 
(]1. a) tak, a=2 b) nie 
с) tak, a = —3 
2.a)m=2 b)m=2 с) т=4 
1. а) т=3 b)m=2 
с) nie ma takiego m 
a)a=2 b)a=-3 cja= 
2,6=3 b)a=4,b 


5. a) w(x) = (22 +2 — (a? +x + 1) 
b) w(x) = (22 + 3a + 1)(z2 — 2z — 1) 
с) w(x) = (a? +32 + 1)(a? — 2z + 2) 
d) w(x) = (a? +z — äs — £ +1) 
e) w(x) = (a? — z — 5)(a? + Ze + 1) 


2.10. Twierdzenie Bózouta 
(@2. a), b), din e) —1 
3. a), b) jest el, d) nie jest 
4. a) (z + Ate + 2)(z — 1) 
Mis — HIER 25) (z+ 328) 
с) (z + 2)(2 + 1)(z — 4) 
d) (z + 2)(z — 3)? 


DL a) 0 b) 2 ein 
2. a) w(x) = (z — 7)(z — 1)(z + 2) 
b) (z) = 2(z + 2)(z + 3)(a + 1) 


c) (z) = (z + 5)(a? — 3z + 4) 
3. a) 2, "SE, 2 p) |, 
с) 1, SEE, LE ауу, 
4. а) m =7 b)m=—vV5,m=vV5 
с) т= Am A 


HMM 344 Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 81-90 


5. a), e) jest b) nie jest 
6. а) 2r+1 b) dr—5 
Т. а) 10r +53 b) r—1 c) —Ta* +7 
2.11. Pierwiastki całkowite i pierwiastki 
wymierne wielomianu 
81. a) dzielniki: —1, 1, — 
pierwiastek całkowity: 1 
b) dzielniki: —1, 1, — 
pierwiastki całkowite: —4, 1 
с) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —3, 3, —6, 6; 
pierwiastki całkowite: —2, 1, 3 
d) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —5, 5, —10, 10; 
brak pierwiastków całkowitych 
2. a) z 
©) r 
d) r 
DÉI 
Ma 
©) = 


4,5=0,751,5=3 


D 


|a)r=2 b)r=-3,r=1 


©) 2= у, = КД 


zl SÉ 


аут=-1,т=0,т 
5. a) P(t) = —2% + 12, t € (0;V6) 
b)t=v3-1,1=2 


6. (—3.0), (3,0), (3, 2), (-3, 3) 
т. B(4,0), C(2,5) 

8. 4(2 + у) 

9. 3(V3 +3) dm? 
10. а) z = 1 dm b) P = 160 dm? 


Równania wielomianowe. Wzór Cardano 


La)r=l1 


у= 1+8 02-1 
2. а) 2=3 b)r=2 
3. a) 2=2+ Aë YA 
2.12. Pierwiastki wielokrotne 
wielomianu 
(61. a) ш(х) = (z — 2)2(z + 2), jest 
b) w(x) = (z — 2)*(a + 1), nie jest 
2. a) r = –2 ` dwukrotny, 
ж = 0 ~ czterokrotny, 


а = 1 ` jednokrotny 

b) z = 0 - jednokrotny 
—4 ` jednokrotny, 
czterokrotny 

—2 ` dwukrotny, 


$, т = 0 ` jednokrotne, 


т= 
ж = 2 - trzykrotny 
з.а)т 
z= — dwukrotny 
b) z = —2 - dwukrotny, 
т = 3 — jednokrotny 
с) z = 0, z = 4 — jednokrotne, 
- dwukrotny 
= 2 - dwukrotne 


—3 ` jednokrotny, 


4. a) nie może b) może 


1. a) z = —3, z = 1,2 = 2 - jednokrotne 
b) z = —1 - dwukrotny, 
ж = 2- jednokrotny 


с) z = 2 jednokrotny, 

— dwukrotny 

—3 — jednokrotny, 

— czterokrotny 

—3 — trzykrotny, 
jednokrotny 
f)r=-2r==HÓ z = H45, p 
— jednokrotne 

g) z = —5 - jednokrotny, 

z 2, z = 0 - dwukrotne, 

ж = 2 - trzykrotny 

h) т = —4, т = 2 ` jednokrotne, 

т = 0 — trzykrotny, т = 3 — dwukrotny 


3. a) z = —1, z = 0, z = 4 ` jednokrotne 
b) z = 0 - trzykrotny, z = 3 ` dwukrotny 
c) z = —1, z = 1 ` dwukrotne 
d) z = —V2, z = v - dwukrotne 
e) z = 0 ` dwukrotny 
f) z = —2 - dwukrotny, 
ж = 0 ~ trzykrotny 
g) z = —A, z = 0, z = 1 ` jednokrotne 
h) z = 0 - dwukrotny 
i) z =0- trzykrotny, 

jednokrotne 


7. a) a=5 b) a= A 
8. a) tak, a= —16 b) nie 


2.13. Wykres wielomianu 


1. a) Y. 
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1. b) f) w(z) = —(z — 2)(z + 3)? 
Y| 


2 A-w,B-u,C-v 

a(z + 2) (a — 2) 

(a + 2)(r + 1)(т — 1)(r — 2) 
(r + 2)?(a — 1)? 


e) (z) = 
4. a) 


d) (a) = —z(z + 1)? 
Y} 
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a) 


. a) и(т) = z(z + 3)(z + Ui — 2) 
b) w(x) = z(z + 1)(z — 2)? 
= Lë A Ze — 27 
-r(z +3)(r +2)(z + 1)(a — 1) 
+3)(z + 2)(z + Us — 1) 
z? (r + A)(z + 2)? 
4. a) z € (~; —3) 
b) z € (ос; —/5) U (—2; V5) 
с) z € (-1;1) U (3; oc) 
d) r € (—1:0) U (0;6) 
e) z € (oo; —2) U (2; oo) 
f) nie istnieja takie argumenty 
. a) z € (—00;2) U (3: oc) 
b) r € (—2,—1,0) 
с) z € (0; 1) U (6;00) 
d) z € (—ос;0) U (2;3) 
е) тє (о; —VB) U (V3; 00) 


0) z € (-1;1) U (B; oc) 

6. a) v(z) = ETA TER 
b) v(z) = Zei + da? 
e) v(z) = 


2.14. Nierówności wielomianowe 


A @1. a) тє (-%: —2)U(1;3) 


b) z € (—2; 1) U (3;00) 
2. a) z € (—oo;—1) U (—1;1) U (4; оо) 
b) æ € (1;4) 
€) z € (—оо;1) U (4;оо) 
d) z € {-1} U (1;4) 
3. a) z € (—00; —3)U(-3; —1) 
b) z € (—eo; —1) U {2} 
с) z € (—1;2) U (2;oc) 
d) z € [-3] U (—1;: ç) 
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4. a) z € (—00; —4) U(—2;5) 4. 
b) т € (оо; —4) U (5; oo) 
c) z € (—3) U (2; оо) 


U(-130) U (031) U 


d) z € (-2,5) u(2;4), AN =2; —1)U(1;2) 
5. а E EE 
b) т € (—oo; —2) U (0;3) NA 
с) x € (—co; —1) U {1} 5. } 
оло I b) (~o0;—3) U (-V3;0) u (1; V3) 
-2 —4) U (2; co; л 
0) ze (so; 90:00) ° | “S 
6. a) z € (-00; —4) U (1: oo) mody 
b) z € (-00;3) > s», sale 
T. a) z € (-оо;—1— VJ U (Cl -1+ VJ od O A 
b) z € (-00;—4) U(-2— V3;-2+ VB) pi ice) 
с) m= Z, z € (—so; —1) 
c) z € (—oo;3) 
Е нук] d) m с ш SS > 
[2] 1. a) z € (—3;0) U (š; oo) EE AEDS 
MARIE SS, 8. ) o ae 
0)u{2 Sieg 
gzet ui e) (oo; —2) U NÉI U (2;00) 
e) z € (2V3; 2V2) душ (оч) 
P) ze (61) e) (2:3) U (4; oc) 
g) z € (—3:0) U (3; oo) Dräi ut Fu 
h) z € (1 — V5;0) U (1 + V5;oo) п(#;2) 
i) z€ (-%%-® шушо fo) U 9. a) z € (—оо; —2) U (—1;2) U (3; oo) 
> b) z € (~; —1) U (1; 3) U (3; oo) 
u (==; =) €) z € (1; 1) U {3} 


2. a) z € (-00;—- V3) U (-1;1) 10. a) z € (~o; —6) U(-3;0) 


b) z € (-3-1)U(Ł b) z € (~; -VÐ U (8; V 
ze Let SI e) z € (~00;—2) U (2:3) U(8;00) 
d) z € (—00; —2V3) U (—4; 2V3) d) z € {0} U(1;4) 

e) z € (—1;5) e) z € (1; o) 

deet: 2) U (Vf; ос) f) z € (—oo;3) 

g) z € (3; c) g) z € (—so;-2) U (—1:3) 


h) z € (— 2; V2) u (/2;оо) 


“n ры д h) z € (—so; —4) U (-2;2) U (3; oo) 


11. (—2; —1) U (3;oc) 


b) x € (—5; cc) 

dee (-0; =) и (=з) 2.15. Wielomiany — zastosowania 
d) z € (—00;2) @1. r=2 

e) z e (EE yn) 2. a) V(z) = 4z? — 14022 + 12002, 
f) тє (oo; —2)U (3: 1) U (1:9) D = (0:15) 

g) тє (—1;1) b) 5 em х 20 em x 30 cm 
h) z € (—oo; —3) U (-2;2) U (3;00) ©) nie jest 
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3. a) V(z) = 42° — 4812 + 144r, D = (0;6) 
b) kolejno: 128, 108, 64 
©) z € (0;3) U (4;6) 
d) z € (0;4 — 2V3) U (4;6) 
„ a) V(x) = —2z3 + 10z2, D = (0;5) 
b)r=3,r=1+VT 
. 4 dm x 8 dmx 4dm 
L V(z) = —4z + 28z2, D = (0;7) 
a) kolejno: 63, 24, 493, 80, 1124 
b) 280 cm? lub 56(1 + VTT) cm? 
. а) V(z) = —2z + 6a? + 802, D = (0;5) 
b) « € (0; 
5. większe od 110,1257 cm? 


ep 


e 


2.16. Zagadnienia uzupełniające 

1. a) u(-1) =6, u(-1) = 2, ш(0) = 1, 
w($) = 4, w(1) =2, w(3)=1, 
w(2) = —3, zo * 1,75 
b) w(1,6) = 0,488, w(1,7) = —0,156, 
w(1,8) = —0,944, zo = 1,65 

. zo © 1,45 

3. a) ш(3) =4 b) w(2) =21 

, a) 6x? + 152 + 35, reszta 114 
b) 2x? — 10, reszta 11 
dai — dx? — 2r — 4, reszta —16 
dai — 222 — z + 1, reszta A 


я 


Zestaw powtórzeniowy Т 
1. a) u(z) = —2z2 + 3 — 1, st (u) = 2 
b) u(x) = —2a"— la! Zei +1, st (u) =5 

, a) w(x) = 3z2(z — 1)(z + 1) 

b) w(x) = 2z(z + 1)? 

c) w(x) = z (z + 1)(z + 6) 

d) (z) = Satz — Uëts + 1)2 

e) (т) = —3z(z — V5)? (£ + /5)2 

f) w(z) = 32z2(z — 12(z + 1)? 


D 


9) 2=-1,2=0,2= 1 


dachs A 


f)z=-1r=0),r=G 

5. a) w(x) = (z + V2)(x — //2)(ж — 2), 
pierwiast. VB, /2, 2 
b) w(x (r +2)(z + 1)(ж — 2), 
pierwiast. 2, —1, 0, 2 
e) (z) = 5(z + V3)(z + Äis — v3), 
pierwiastki: —V3, —1, V3 


d) w(z) = 5(z — 8)(25z2 + 15x + 9), 

pierwiastek: 3 

e) (z) = 27z(z + Äis — ta + del, 
1 


pierwiast o 


$ 


D wiel = —14z[z + Z)(z- 2), 
pierwiastki: 
6.a)r=2 0 


a) 22 + 32 + 10, reszta 31 
b) 2% — ża” + Än — B. reszta 21 
€) 20° + z2 — 1, reszta 5 
© + 2)(a? — 20 + 6) — 7 
a + 2)(x? + 1) - 1 

c) w(x) = (z +2)(Aa* — z) 

d) шх) = (x + 2(a? + ж — 11) + 20 
10. a) 7 Ъ)0 c) 0 


Zestaw powtórzeniowy II 
1. а) 2=3,2=4, 
w(x) = (z + 2)(z — äs — 4) 
b) z = —1 — VŽ, 1 =—1+ 2, 
w(x) = (z + 1 + V2)(x + 1 — V2)(x — 4) 
©) nie ma więcej pierwiastków, 
w(x) = 2x — its? +z + 1) 
d) r = -2— V3, z = -2+ V3, 
w(x) = (z +2+ V3)(z + 2 — V3)(z — 1) 
e) r=-3,r=2, ш(т) = (z +3)(z — 2)? 
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6. a) a=-3 b)a=2 е)а= –1 
Т. a) z € (—1;2) U (3; oo) 

b) z € (—1;1) 

c) z€ (-1) U(2;5) 

d) z € (—00;2) U {3} U (4;00) 


8. a) z € (—5;0) U (4; oc) 

b) x € (—co;0) U(1;2) 

c) r ER 

d) sprzeczna 

e) z € (—4; co) 

f) z € (— 2; /2) U (3; oc) 

g) z € (—1;oc) 

h) z € (—2; -У3) U (УЗ; oc) 
9. a) 6 dm b) 14 dm 


Zadania testowe 
1.C 2.D 3.B 4.D 5С 6А 
T.A 8.C 9.B 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 

1. 54 

2. a=15,b=—21 

3 5=—1 

A —2 

5. V(x) = 2a” + 422 — 16z, D = (2;00), 
V(z) = 32 dla z = 2⁄2 

T.z=-4,z=1 

8. (0,0), (—3, —3), (3,3) 
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Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 


1. 
2. 
3. 


314 (S = /3+ у) 
441 


033 (3) 


m=10,n= 
V(z) = т* — 1822 +81, 

D = (—3:3) U (3; оо), 

V(z) < 256 dla z € (—3;3) U (3: 5) 
z=1 


3.1. Wykres funkcji f(2) = 4 


61. 


a) А(2,8), В(1,4), C(2,2), (4,1), 
Е(8, {) 


Д 2, k( 
b) niebieski ` f, zielony — g, 
czerwony — h, brązowy — k 
B-g,C-f,D-g,E-h 
sza: 3, największa: 6 


= (—оо; —2) U (2300) 
2;0) U (0; 4) 


. a) a = —8, /(-2V2) = 2/2 


b) a = —16, /(—2\/2) = 4/2 
c) a = —14, /(-2v2) = KŻ 
d)a = 1, /(—2/2)=—-{1 


. a) a = —3, P(1,—3), 


(z) > —3 dla z € (—оо;0) U (1: oo) 
b) a = —6, P(2, -3), 
(az) > —3 dla z € (—оо;0) U (2; oo) 


5. a) a = 2, najmniejsza: —2, największa: 1 
b) a = —4, najmniejsza: —2, największa: 4 
с) a = —6, najmniejsza: —3, 
największa: 6 

6. 2V5 

7.a)a=4 b)a=8 


3.2. Przesunięcie wykresu funkcji f(x) = + 


@1. 


е 


> 


. a) D =R \ {2} 


|. a) D = RN {-2}, /(D) = 


Eomer 


o wektor 
а) /(D) = R\ {3}, 
asymptoty: z = 0, y = 3 
b) /(D) =R \ {-1}, 
asymptoty: 0,y=-1 
©) Л) = RN (-3). 
asymptoty: z = 0, у = —3 
d) f(D) = EM S 
asymptoty. 
e) f(D) 
аѕутріоќу 


n) (p) = 


asymptoty: 2 


asymptoty: z = 
maleje w (—оо; 
b) D = R\ {4}, asymptoty: z = 4, y = 0, 
maleje w (—00;4) i w (4;00) 
c) D = RN {1}, asymptoty: z = 1,y=0, 
rośnie w (—oo; 1) i w (1; oc) 
d) D = R \ {2}, asymptoty: z = 2, y = 0, 
rośnie w (—оо;2) i w (2; oc) 


. a) D= RN {-1}, 
asymptoty: z = —1, у = 0, Р(0,—1) 
b) D =R \ {-2}, 
asymptoty: z = —2, y = 0, P(0,3) 
e) D=R\{-4}, 
asymptoty: z = —4, y = 0, P(0, 1) 


d) D=R\{-3}, 
asymptoty: z = —3, у = 0, PI, — š) 


EA 3), 


asymptoty: z = 
b) D=R\ {1}, /(D) RJ 
asymptoty: z = 1, y=2 


e) Р=В\{-1}, /(D) = R \ {3} 
asymptoty: z = —1, y = 3 
. a) [4,—6] b) [-2,2] ©) [2,—3] d) [3,1] 
dng b) [1.5] 

(х) = z5t4 asymptoty: r=p,y=q 
- a) g(a) = + —3, D =R \ {0}, 

9(D) =R\ {-3}, 

asymptoty: z = 0, y = — 


Seid Z D=R\{-3} 

g(D) =R \ {0}, 

"ss z=-3y=0 

©) 2 z) = 2+2, D = RN {0}, 

g(D) = RN {2}, asymptoty: z = 0, y = 2 

d) (z) = – 7, D = RN (2), 

g(D) = RN {0}, asymptoty: z = 2, y = 0 
2. a) f(z) z, J(13) = —12, 

JĘD= 

b) f) = 25, Л) =8, f(-4) = $š 
3. a) (=) = 7ę +4, D, = В\ (1), 

9(D,) = RN 4), 

asymptoty: z = 1, у = 4 

b) g(2) = тї — l, Dy =R \ {-2}, 

9(D,) = 

asympt 

©) ac) 

9(D,) = RN {3}, 

asympti 

d) g(z) 

aM =R\{- a 


asymptoty: z = 2, у = —4 
4.a)6 MI c) 2 d) 4 


5. a) v = Z+ +2 b) y = ту 
9) u= sz + 1 dy 

6. a) g(z) = Zç — 9 b) gla 
e) glz) = zs — 

dal = 22, — e 
1.а)у=т-6,у=-т—6, 


r+4,y=-r+ 
djy=z+ly=c+18 
8. EE 


3.3. Funkcja homograficzna 


Ein. a) /(2) =1 — 1, Dy = RN {0} 
b) Ла) +1, 0; = 8\42) 
c) f(x) 1 +1, D; =R\ {1} 
2. a) f(z) = 
b) f(z) = 
e) f(x) = =s +1, Dr = AR EH 


3.a)1 b)-1 e) 2 
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4. b) dla c= 8 stała, 
dla с 8 homograficzna 

5 YA = с) dla c = 0 liniowa, ale nie stała, 
(AL. a) (a dla с Z 0 homograficzna 


10. a), b), c) funkcja nie jest homograficzna 
її. a) f(r) = 25 +4 

b) /(z)=Z5+3 

d Ла) = дз 
12. а) f(z) = = D; =R, {1} 


b) f(z) = 


+4,r=Ly=4 
—2,х=4,у=-2 
9л) = EE RER 
0) /(r)=Zqr+2r= 


2. a) Dy = RN {4}, (DD = RX {1} MIODEK 
b) Dr = RN {1}, Лр) = R\ {2} Hiperbola 
9 ру=8\{-2), DERN 1 аа), 80), e 


a) f(x) > 0 dla z € (—ос;4) U (5; оо). 2 
Del < 0 dla z € (4:5) DC R 
b) f(z) > 0 dla z € (—oo; —3) U (—2;oc), d 
Dal < 0 dla z € (-3;-2) hiperbola sprzężona: 4 
e) f(z) > 0 dla z € (-1;0), e) (0, —4), (0,4), = as =a, 
Tal < 0 dla z € (—оо;—1) U (0; oo) hiperbola sprzezon: 
4. a) maleje w (—00;4) i w (4; oc) a) (0, —3), (0,3), у 
b) rośnie w (оо; —1) i w (—1; oo) hiperbola sprzężona: 2? — 
с) rośnie w (—оо;—2) i w (—2; oo) 
d) rośnie w (—оо;2) i w (200) 

e) rośnie w (—06;2) i w (2; 

f) maleje w (-%: 


3.4. Przekształcenia wykresu funkcji 
in. a) D; = D, = D, = R \ (0), 
f(Dy) = R \ {0}, 9(D,) = (0; оо), 


5. a) m = 28, Аһ) = (о) 
b)m=1,z= 
6. np.: a) f(z) = 


b) D; = D, = D, = В\ (0), 
JD) = (0;оо), g(D,) = (—eo;0), 


AR WTO MDA) = (-0033) 


8. a) (—2, 1), (2, —3), (4,7), (8,3) 
b) (-6, -2), (-4,—1), (-3,1), (-1,-7), 
(0,-5), (2,—4) e) (-8,1), (-2.0), 
(0,1), (1, -2), (2, —4), (3, —10), (5,14), 
(6,8), (7,6), (8,5), (10,4), (16,3) 

9. a) dla 
dla c= 0 liniowa, ale nie stała, 
dla e€ R \ [-2,0) homograficzna 


—2 stała, 
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2. a) 0 dla m € (—оо;0), Ву = KAA (D: = (>) 
1 dla m € {0,2}, yY 
2 dla m Є (0; 2) U (2; оо) 
Y| 


b) 0 dla m € (—ос;0), 
1 dla m € {0,2}, 
2 dla m € (0;2) U (2: oc) 


b) Dy = RN [—3,3), 
0) = (-00;2)U (24500) 


€) 0 dla m € (0; о), ; 


1 dla m € (—2,0), 
2 dla m € (оо; —2) U (-240) 
Үү 


[ 
H 
\ 
I 
I 
i! 
I 
4 
i 
I 
l 
II 
I 
U 


siti- 8 == 


с) ру = RN 0-2,2}, 
Div = (—оо;—2) U(-1;00) 
04 


3. a) ру = RN {—2}, /(Ру) = (0:00) 
Yt 
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3. a) g(z) = ; —3, D= RN {2}, 


4. a) m € (~œ; —1) U (0; oo) b) m € (0;2) 


U 
c) y П 
| | с) m € (—оо;0) U (2; oc) 
| 5. a) ү | 
I! 9 
l + MU 
Ze | 1 
\ u of i m 
b) II 9 
6. i TE | 
o| 1 т 
c) үү 
Im ae 
1. a), b), e) Dy = R \ {0}, f(D;) = (0;00) ә 
d) ру =R \ {0}, /(D,) = (—ос;0) KIK Ід 
е) Dy = R \ {0}, /(Dy) = (3; оо) 6. 0 dla m € (~; —1) U (1; ос), 
f) ру = RN {0}, /(D;) = (-00;2) 1 dla m € [-1,0,1), 
2. a) rośnie w (20; —2), 2 dla m € (—1:0) U (0; 1) 
maleje w (—2; 00) T. a) 0 dla m € (—оо; —V2JUfO]U(V2; оо), 
b) rośnie w (3; оо), maleje w (—00; 3) 1 dla m € {У,у}, 
с) rośnie w (—oo; —3) i w (1;00), 2 dla m € (—V2;0) U (0; /2) 
maleje w (—3; 1) b) 0 dla m € (—у/3; v3), 
d) rośnie w (—1; 1), 2 dla m € (—2;—\/З) U (V3; 2), 
maleje w (—%:; —1) i w (1;00) 3 dla m € {2,2}. 
e) rośnie w (1; oc), maleje w (—s0; 1) 4 dla m € (—oo; —2) U (2; оо) 
f) rośnie w (—00;3), maleje w (3; 20) с) 3 dla m = 0. 4 dla m # 0 
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3.5. Mnożenie i dzielenie 


En. a) D =R\{-3, 
b) D=R\{- 
c) D= RN {0,3}. 
d) D =R\ {2,0}, —4 
e) D =R\ {-3,-2}, -7,5 
f) D=R\ {$2}, -4 
g) D =R\ {-3,0}, 1 

h) D=R\ {5}, A 

ai D=R\ {3}, -z -3 
b) D =R \ {2}, 3x 

<) D =R \ {-5,5 
d) D=R, z 

e) D=R\ {0,1}, 5 

f) D =R\ {0,2}, SE 

g) D=R\ (3), 25 

h) D = R, (-2,2), тд} 
3. a) D =R \ {-2,3}, 4 

b) D =R \ {-3,0,3}, -2 


e) D=R\{- 

4) D=R\{- 

e) D=RN(-2.2 

D D=R\{-1,0,1,3), fe 


=в\{2Ь8 
b) D= в\{-2), Wi 
c) D=R\ {$}, $ 

аур=в\{—1 


—1,1}, (z — 2)(z — 1) 
0,3). zły 

d) D=R| (-1,5), — 2222522 

©) D=R\ {1}, 22 +1 

f) D =R\ {-4,-3,0}, 222 

. a) tak b), c) nie 

2. a) 0 b) 0,2 e) -2,3 d) —1, 0, 2 

. a) D = RN {0}, z3 — 7z, 6 

b) D=RN(-1.0). AE, -1g D 
e) D=R\ {-1}, Sek, -1 g D 
d) D =R \ {2}. ш, = 


ze 


s 


a 


. a) D= AE. 


e) D= BN 3,0,3}, ës, A 
f)D=R,3 =, 0 

g) D= RN {0,1}, Sen, 0 

h) D =R\ {-3,-2}, 250, 4 

а) D = R\{-3,0}, wartości kolejno: 1, —5 
b) D = RN {-v2, v3}, 

wartości kolejno: —10, 1 

с) D = RN [ 2), wartości kolejno: 18, 0 
d) D =R\ (-b.4), 


wartości kolejno: – 1, —1 


а) D = (-00; —2) U (—2; 2) U (2;00), 


wartości kolejno: 3, —1, 3 

b) D = (so; — УЗ) U (— V3; V3)U 
tv: oc), wartości kolejno: 5, —11, 5 
e) D=(-0;-3)U(-3;3)U (оо), 
wartości kolejno: 
d) D=(-%;-3)U( 
wartości kolejno: 


b) D=R\{-} 4} -š 
c) р=в\ {4.0 
d) D=R\{-1 
©) D=R\ {2}, š 


D D=R\ {0,1}, -1 


‚ а) Da = R \ {0,9}, De = RN {-2,0}, 


Dan = RN (-2,0,9) 

b) Da = RN {-2,2}, Ов = RN {2,0,2}, 
Dun = RN {-2,0, 2} 

с) Da = RN {-2,0,2}, Ов = RN {0,2}, 
Das = RN {-2,0,2} 

d) Da = R\ {-1,1,2}, Ов = R\ {-2,1}, 
Dan =RN[-2 1,2} 


. a) D = R {0,2}, 2 


b) D=R\{-4,1}, A 
c) D=R\ {0.3}, A 
d) D=R\ {-1,1}, pf 
е) D=RM-14.1), з 
o Eies 


h) D=R\ {-1,1,2}, -EHRE 


i) D=R\{-3.3}, 2+3 
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9. a) D= RN {-3,—2,0,2}, ZE 
b) D= RN[-4,-1), —2* +5r—4 
9 D=RM-11), 9 

10. a) D = RN {0,1}, 5 
b) D =R \ {-2, ). - 
e) D=RV[-5,0). 
d) D=R\ {1,4 
e) D=R\ {0,5 


1,1,2}, mie 
З}. (r + 1)(r +3) 
NI 

e) D=R\ {-2, 4,2}, 


(r+ D(z-2] 
Graa T) 
a) D =R \ {0}, f(z) = -2 
ty 
1 


oj 1 x 


11. 


1: 


Р 


(z—2)* — 


f) D=R\ {0}, Ла) = = 


ES 
13. 5 


14. kolejno w wierszach: zl, gdzie z > —1; 


ЖЫ, gdzie z > 3 


тЁд gdzie z > —2; SS. 


16a) z —y, m £ y, z 
b)rZ ży r —3U.z # ZY ga 


s, 
daa hn, zim 


3.6. Dodawanie i odejmowanie 
wyrażeń wymiernych 


5:6 


———EPHs. a) D= RN [-3,3), Bä 


b) D=R\ {1}, f(z) =2 


NHL 


OI" x 
s) D = RN (0,2), f(x) 


O| 1 x 
d) D= RN {-2}, f(x) = 
y 


e) D= RN {0,1}, /(r) =z? 
Үү 
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b) D= RN (-2,0), 2222-10 
e) D=R\{-4,1}, qas 
d) D =в\{-3,з}, ZER 


e) Ю=В\{-1,0,1}, Z+ 
f) р=в\{-1,1), стт 
2. a) D = RN {3.0 


e) D= RN (-4,-1), -mtm 
d) D=R\{-2,4}, – 52 


TGFA 
— —szr+24 

TIGH 
542 

Ga 


f) D =R\ {-1,0}, 
. a) nie b) tak 
a) D =R \ {-4,0,4}, -Щичә 


b) D =R\ {+1,1}, === 


F Se 


c) D= RN {0,3}, 
d) D =R\ {-5,0,5}, 2 
e) D=R\ {0,1}, p 
DDR, 85 
a) D =R \ {-2, 5 
b) D= RN (1,4), „5095 

9 D=R\{-1,1}, masu 
d) D =R \ {0,2}, 5 


EH 
Za(z-2) 


e) D=RN[-5,3) таг 
f) D=R|[-6,6), #5 
a) D=RVf-L1), 29 
b) D=R\{-2,3)}, с 
s) D=R\{1}, = т 
d) D=R\{- a. 2 
e) D= RN {-1,0}, = 
f) D=RN(-1,0,1), H ч 
| a) D = RN (—-2,2), 35 
b) D = RN {-6,0}, 2222522 
dë RE 
d) D=R\ (1), же 
4. a) D = RN {з}, GEE, —1 
b) D=R\{-4,4), 08, # 
5. Вз = FE, Re = zz 
E Dee 

dh- 25 4 "= UE 


e) R= Ou Erę 


p 


e 


8. około 10,59 cm 


3.7. Równania wymierne 


@1. а) х=3 GEET 
2 e) = 4 f) sprzeczne 


—3 b) sprzeczne с) z = —1 
4e)r=3 EE 
3.a)z=1 b)r=2 

с) 2=2 4)т=-{ 
=-1,z=1 b) == -3 
=-4,z=4 d)z=-6 
-1 b)r=3 
—6б,т=1 d)e=-3,z=1 
3 f)z=-3,z=1 


ш-н s= 0 
2=-8 b)r=-1 
dai d)r=-3 


21. а) = 
e)z=-1 0) 2=1,2=2 


2.a)r=—5,r=3 b)r=3 c) z= 
4) ==3 e)z=1 
f) brak pierwiastków całkowitych 

3.a)r=—55 b) r=—6 c) z€ RA {1} 
4)r= IA, == 2602 
е)т=2,х=3 {)хт 8 

4. nie ma rozwiązania: I; mają nieskończenie 
wiele rozwiązań: IL. III, TV 

5. a) 1 b) O c) nieskończenie wiele d) 2 
e) nieskończenie wiele f) 1 

6. а) 2=0,2=5 b)r=—2r=4 
с) 2=3 4) 2= -3 e)r=0 
f)r=-3,r=0 
D 
DÉI 

1. a) = 
b) r 
€) sprzeczne SER 1=7T ein 
f) z=š gjr=-12 h)r=—1 

8. a) P:(—1,0), Pa(3,4) 
b) P:(-1,0), Pz(2,6) 
©) Pi(-1,0), P2(5,3) 

9. a) A(—2, —2), B(2, —2), C(2,2), 
D(-2,2),P= 
b) A(-v3,-v3), B(V3,—v3), 
C(V3,V8), D(-VA, УЗ), P = 12 

10. а) r=-3,y=-llubr=l,y=3 
b) z= -2 y = 1 lub z=3, y= -4 
с) z = —4, y = —3 lub z = —2, y= 1 

11. Pi(—1,—2), Pa(1,2), Pa(2,1) 

12. a) == —3, y = 3 lub z = —1, y = —1 
lub r =0,y=0 
b)r=-3,y=3lubr=3,y=3 
lubr=-ly=llubr=ly=1 


3.8. Nierówności wymierne 


1. a) z € (0;2) b) z € (-20) 


-8 b)r=8 c)r=2 d)r=0 


e) z € (3:0) d) z € (—0;—3)U(0;00) 
2. a) f(z) > 2 dla z € (0:1), 

f(z) > —2 dla z ele —1) U (0; oo) 

b) f(x) > 2 dla z € (—3;0), 

f(z) > —2 dla z € (—оо;0) U (3;oo) 
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, с) f(z) > 2 dla z € (5;00), 8. a) AU В = (оо; —3) U(-2;00), 
f(x) > —2 dla z € (—00;4) U (5; оо) ANB=(-1;2), А\ B=(-2;—1) 

|. a) z € (25) b) z € (4;19) 
с) z € (-00;31) U (4;00) 


с) AUB=(— 50; -1) U(-3;-4)U 

U(0;se), Ап B = (2; 

А\В = (-о;-)0 
9. а) z Є (—00; —1) U (2; oc) 

b) z € (-5;0) 

с) z € {0} U (3; оо) 

d) z € (~o; —4) U (1: 4) U (5; оо) 


g) z € (00; —4) U (-3;00) 
h) z € (—co; —3) U (5;00) 
4. a) z € (—oo;1) U (9;3) 


b) z € (-%;—4)U (~; -2) e) z € (—oo;—5) U (—4;0) U (0; 4) 
Әже Suen f) zE(-2-B)U(-1;0)U (35; оо) 


d) z €(-1;1 — V3) u (1;1 + YZ) 
e) z € (—3; —Ẹ) U (—2;0) U (4; оо) 
f) z € (-0;—1 — v3) U (—1;0)U 


g) z € (-; —7) U (—§; —2) U (0; 00) 
h) z € (—00; —1) U (0; 1) 
i) r € (—2;0) U (2;3) 


E 10. a) z € (~ 3) u(- 2) 
1. a) z € (—оо;—1) Ш(—{;оо, szy kq Sayi Ek 
m SBE т;3) E) 1 b) z € (—2; 2) U (4; oo) 
с) z € (—co;—7)U (—29; oo) e) ze (— кала 2V2) U(-3;3)U 
d) z € (-00; $) U (Š; oo) U (2+ 23; 00) 
е) z € (—oo; — $) U(0;00) d) z € (—oo; —2) U (2; oo) 
f) z € (oo; 3) U (2; oo) СЕЗЕ =E) U (- 1; TE) U 
g) z € (-00;5) U (10; oc) U (боо) 
f) z € (—co;1) U (B; oç) 
2. g) z € (~o; —2) U (—2; —1) U (0; oo) 
b)z € (— GH um 00) h) z € (—1;0) U(1;00) 
©) z € (—3; °) d) z € (0;ос) 11. a) z € (—oc;0) U (1: 2) U (4; оо) 
e) z е(=3;—1) een b) z € (-00;-7) U (-5; —4) U (-1;oo) 
3. a) z € (—00;0) U(1;3) с) z € (1;2) U(3;4) 
b) z € (0; 1) U (2; oo) d) z € (—so; —5) U (—3; —2) U (0;оо) 


4. a) z € (—co; —6) U (—2; —1) "m M £ L 
b) = € (—1:0) U (1; oo) 3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne 


с) z € (—оо;2) U (3; 4) EI. а) (8;00) b) (—00;3) 
а) z € (—2; — 1) U (0: 1) 9) (—%;0) d) (0;со) 
b) z € (—оо;0) U (1;2) U (3; оо) e) (2:00) f) (—2; oc) 
а) z € (0; 1) b) z € (0; 1) U (3:4) 8) (0) h) (-6;0) U (0;3) 


Rada i) (-2 2) U (24) 
a) © € (3;4) U (5; oo] iż "Tr 
EEG 2. a) D=(-2;2)U(2;00), nie ma 


EJ 


as 


ü b) D = (so; —/2) U (—2;0), f(0) = 
e) z € (—1;0) U (2 — V3;2+ V3) EE 1), DU =0 ыо 
d) z € (—2;—}) U (1: oo) d) D = (3:00), nie ma 
e) z € (2; 3) U (1; oo) e) D = В \ {0}, nie ma 
f) ze (-3— 3⁄2; —3)U(-3+ 3V2;3) f) D= PID 
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. a) D = R, /(—4)= 


Ја) = 
b) D= RN (-5,5). 

nie ma miejsc zerowych 

c) D =R\ {-3,3}, /(0) =0 


. a) R\ f-v2.v2) 


b) R \ (2,2) 
e) R \ (-4.0) 
d)R e) R\ {0,1} 


f) RN (-3— VT5, —1, -3 + v15} 


5. a), e), d) nie b) tak 


= 


D 


. a) f(x) + g(z) = 


‚ а) /(ж)-д(т) = 


ve D =R\ (0,4) 


KAŻ D=R\{- 


b) f(x) + g(x) = 


pcz 


EE ab 
= GA, р, -в\{-%-1) 


8 
b) Ja) ail fe, 


Dra =В\{-2,2}; 


HB = ra: Dr = RV|-2,3,2) 
e) f(x) giel = (22 — 1)(z —3), 
Dr = В\{—3,—1}; 


D; =RN(-3,-4,3) 
d) /(a) обо) = FORM, 
Bra = RM" Lu: 


= Daf, ру = RX {-1,0} 


3 


|) D= RN (1), e =1 
b) D = R \ {—3,3}, nie ma miejsc 
ата 


d) D=R\ {0,1} z 


ai D = RN {-1,2}, h(z) = 0 da z = 3, 


Al 2 0 dia ге iż 
b) D =R\ {-4,1}, 
h(z) = оаа —{, 
Mai > 0 dla z € (—оо;—#)Ш(—1:1) 
с) D= RN (2,1), nie ma miejsc 
zerowych, 

Ща) > 0 dla z € (оо; —2) U (3; oc) 
d) D= RN {2,2}, h(z) = 0 dla z = 1, 
Mei > 0 dla z € (—2; 1) U (2; oc) 


) U (2: oo) 


ъа 


a) f(x) > g(x) dla z € (1;2) 

f(a) -g(z) < 0 dla z € (0;1)U(1;2) 
b) f(x) > g(x) dla z € (2;3) U (4;00) 
fal. ois S 0 dla z € (3;2)u (43) 


4. a) np. у= #8 b) np. y = TT 
с) np. Sg 

5. a) k € (—2;2) b) k € (0;4) c) k € (0;4) 

6. a) Dy =R \ {~1}, 


^ 


J rośnie w (—оо; —2) (0; оо), 
[ maleje w (—2; —1) i w (—1;0), 

(=) < -3 dla z € (—oo;—2) U (—2; —1), 
D, =R\ {-3,1}, 

g rośnie w: (oc; —3), (-3;1), (1;00), 
(к) < —3 dla z € (—3;0) U (1; oc) 

b) liczba rozwiązań równania f(z) = m: 
0 dla m € (-3;1), 

1 dla m € (-3,1), 

2 dla m € (—oo; -3) U (1; oo); 

liczba rozwiązań równania g(x) = m: 

1 dla m = —3, 

2 dla m € RN {-3} 

a) Dy =R \ {0,2}, Ла) = 52, 

D, =R \ {0}, g(z) = =E 

D, = R \ {0}, Мт) = 222 

b) z € R \ {0,2} e) z (оо; 9) 


. a) 0 dla m € (1;4), 


1 dla m = 1, 

2 dla m € (er UU (4; e) 

b) 0 dla m € (—4;-1)U(1;4), 

1 dla m € (-1,1), 

2 dla m € (—oo; -4) U (—1; 1) U (4; oo) 


3.10. Równania i nierówności z wartością 


Øl а) r=|, 


. a) тє (1; 


bezwzględną (1) 


z=6 b)z=1,z=3 
c)z=-1l,z=0 4) = 
3) b) ze (- 
©) z€ (—6;2) d) z e (-8; 2) 
e) z € (—oo; —1) U (5; оо) 

f) z € (—18;24) g) z € (—2;10) 
h) z € (—oo; —#) U (39) 
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ØL a)r=—2r=3 Ь)т=1, 
а) == 


due (-1;8) e) z € (-3;3) 
f) sprzeczna 
4. a) z € (—оо; —2) U (3;00) 
y 


c)z=4,z=8 d) z==1, 
a) z E(-5;1) b) хє (-3; 
drei: A -3) 

d) r € (- 
e) z € (оо; —3)U 
f) z€ (=œ; zr) U (3:90) 
g) zER\{}} Masi 


b) z € (2;00) 
4. a) © € (-3;—2) U (1;2) 

b) » € (-$;-2) U (23) 

с) ze (-2;-1)0 (4:2) d) ze CHD 
5. a) z € (0:6) 


b) x € (-00; —$) U (s; ee) 
с) z € (-00; —3) U (5; oo) 


d)r€(-20) e) гє ($;18) тєв 5. =0,r=2 
6. a) z€ (2:8) b) r € (- =1 e) sprzeczne 
e) © € (-0;-IByU (- =-hr=fTz=1l 
d) x € (— оо; —4) U (6; oo) 
„т=-1,т=1,т=3 
3.11. Równania i nierówności z wartością 6. 5;—1)ш(1;5) 
bezwzględną (2) b) z € (—оо;—1)(1;оо) 
Eli a)r=—1 b)r=15 c)r=5 с) z € (-0c; —9) U (-5; —3) U (1; oo) 
d)r=2 е) ze (200) f)r=0 d) z (00:0) U (оо) е) z € (1;3) 
2. a) z € (—о0;1) b) z € (-%:-1) f) тє (-0;-7)Uf-3] U (о) 
с) z € (0; оо) d) z € (—%30) us s= E eer 
e) хє (3:3) sep с) 2=0,2= $,2=2 
3. a) т=-1,2=4 b) гє (2;0) sa2: RÓ EE ią 
с) z € (2;00) d) z € (0;00) bezwzględną (3) 
4. a) z € (-1;3) b) z€ (-0;3)U(5;0) (Gl. a)r=-5,r=1 Mass än 
с) z € (—4;0) U (6;00) c), d) sprzeczne 


d) 1 € (—00;—3) U (3: 7) 
5. a) r € (—oo;1) b) r ER 
c)r=1 4)хє(—1;1) 
6. a) 32 b) 4 
21. а) == A b)r=-6,r=1 с) х=3 
d) x € (—3;0) е) z € (—2;2) - 
f)r=-8,r=0 d) z € (—so; —1) U (2; oc) 


Ha 360 ` Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 157-163 


h) z €R| {3} 

| a) z € (—1:3) U (3;7) 
b) z € RN {2} c) sprzeczna 
d) z € (—oo; —5) U (—1;oo) 


Di 


£) 7e Chwi 

g) z € (—оо; $) U (1; oo) 

b) гє (s; $) U ($;00) 

i) z € (00; 7) U (Hi) 

. a) z € (—so; 3) 

b) æ € (-5;—1)U (-1;4) c)z=1 


e 


e) z € (—oo; 1) U (2; oo) 

f) z € (—co; —3) U (—3;1) U (1; oo) 
g) z € (—1:2) U (2; oo) 

h)z € (oi) U (eis 4) U(4;00) 
i) z € (-0;-7)u(-F;4) U (A; oo) 


. a) z € (0; 1) U (1; oo) 
b)z€ (-2;—# 
с) z € (—00;0) 


8.a=5 


U(4; оо) 3.13. Wyrażenia wymierne — zastosowania (1) 
1. a) 10 b) 9i 12 
2. a) cukierki A — 16 zł/kg, 
cukierki B — 20 zł/kg b) 8,50 zł/kg 
01. a) $ b) 5 
2. a) mama ` 48 lat, tata — 54 lata 
b) za 11 lat 
3. a) o 40 cm lub o 96 cm 
b) o 72 cm lub o 1080 cm 
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© 


4. 3 h 45 min 
5. 24 dni 
6. 7 h 12 min 


3.14. Wyrażenia wymierne — zastosowania (2) 
1. a) 60 km/h, 80 km/h 

b) 90 km/h, 60 km/h 
„ а) 120 km/h, 90 km/h 

b) 90 km/h, 80 km/h 
1. 60 km/h 
2. 12 km/h, 18 km/h 
3. 32 km/h, 12 km/h 
4. 
5. 
6. 


. 15 km/h, 20 km/h 
. a) 50 km/h b) 60 km/h 
. a) 120 km/h 


3.15. Zagadnienia uzupełniające 


Laj)rźzyicź= zek 


. a) a аф Aarb) 
b)a#b a#-bib#0, R, 5 
3. а) £ #0iy#-3, sis 
Ыг #01 1, "Z 
с)т#0,у#0їт # dy, dry 
d) x # y, x # yi z # —2у, —1(z + 2y) 
e) z # -y, (z — y)? 
f) =Z vir -y ту 
4.ajaźyiwź -y zła 
bzźyiaź-y SH 
c) rź0iy 40, rr 
d) #01 у #0, а 
е)т#уїт#—у,1 
f) v # 221у # —2a, 1920. 
. a) a Z 0,b Z 0.a Z bia Z A grz 
b)aź0,aźlib40, 3 
6. a) m € (0;2) b) m € (—3; 1) 
c) m € (—1;0) 
d) nie ma takich m 
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a 


- a) ке (—2;0)000:2) b) ke (1: — 2 
©) k € (—so; —1)U($;7 — 2VT)U 
U(T+ 2у7; оо) d) k € (2;6) 

8. a) a € (—оо;—{) b) a € (—co; —$) 
9. b) d= үа] c) a = 8 

10. a) m=7, P=20 b) P= 6 

п. a)y=-r+2,P=2 

12. a) 0 b)4 c) 2 

13. 0 dla r € (0; VŽ), 

1 dla r = y3, 
2 dla r € (у; 
3 dla r = 3V3, 
4 dla r € (3YŻ;00) 
м. a) p € [-3, —2,2,3) 
b) p€ [-6,-1,1,6) 


3V3), 


Zestaw powtórzeniowy I 
1. a=6 a) P,Q 
b) z € (оо; —2) Ú (| 
с) z € (—so;0) U (3 


оо) 


) 


2. a) Do = В\ (0), r=0,y=1 
b) р, = R \ {0}, z =0,y=-2 
©) D, =R \ {4}, 

M-2 = 

3. R \ {0}, /(Dy 


M1) g(Dy) = 
M1), ^0) = 
R \ {0}, /(D4) = R \ {0}, 
D, =В\{-1}, 9(0,) = R \ {0}, 
Dr =RNV(-1).h(D,) =В\{-1} 
©) ру = RN {0}, Лу) =R \ {0}, 
D, = RN {-2}, 9(0,) = R \ {0}, 
Dr = RN [-2). h(D,) = R \ {3} 
4. a) [-3,3] b) [4,1] c) [1,1] 
5. a) g(z) = 777 +3 b) g(z) = 
6. a) b= b) r= 2 
d)a= 22, е)д=1- 3 
1) w = 558 
a) D=R\{-1}, 2-1 


e) a= Sc 


DN 


s) p= "zB 
d) D = R, (-5), == 


—6 b)r=2 с)т=0 
0 e) sprzeczne f) z 2 
-,r=4 h)z=3 i) r=- 


10. a) z prostą y = 2: (2,2); 
z prostą y = z: (1, 1), (—2, —2) 
b) z prostą y = 2: 

z prostą y = z - 


brak 
Ke D 2); Wee 
dë ti 
Sa 

1. a) I-f,r=0;1-g,r=3 
b) g(x) = z dla z = 1, 


Јак) = —z dla z = —3, z = 0 
12. a) © € (-1;0)U(0;1) b) z € (-2;0) 
13. a) sprzeczne b) r=-1,r=3 

c) z = 0 d) sprzeczne 


e)z=-V7,r= у7 
f) r= - 2, z = 2 
Zestaw powtórzeniowy II 


1. a) 1 € (—00;3)0 (5;00) b) z € (—6; —2) 
©) z € (—so; —1) U (7;00) d) z € (0: 1) 
е) z€ (æ; —1) U (0; 1) f) z € (0; ос) 

. a) z € (оо; $) 

b) z € (—so;—1) U (1; oc) 
с) z € (—оо;—2) U (0: 4) 

2; 3) U (2; oo) 

2) U(-1;0) U (3;00) 

2) 

3. a) z € (-3;3) Wiele —7;1) U (5;00) 


p 


c) z € (-«;-2)U(-3;0) U(2;00) 
4. a) AU B = (—oo; туш @ оо). 
AN B = (—2;0) U (4; оо), A \ B = (2;4) 
b) АОВ = R, ANB = (оо; —2)U(0;1), 


ANB= (-2;-1) 
5.a)z=-5 b) = (li) cpr=0,r=2 
DÉI ‚т =2 е) т = —1 f) sprzeczne 
. a) 1,2 b) 2, 3,5,6 e) 1, 


s 


1. 


10. 
11. 


12. 
13. 


14. 


a) m € (0;2) U (2;00) 
b) m € (0;1) U (1: oo) 
©) m € (—2: oc) 


. a) 0 dla m = 0, 


2 dla m € \ {0} 

b) 0 dla m € [-1,1), 

1 dla m € R \ f-1,1) 

c) 2 dla m € R 

a) ру = R\ {-1,1} 
Y 


©) ру =R\ {0} 


у= Дд +2 а) |-1,-3] b) [2, 
a) f(x) = g(x) dla z = —1, z = 1; 
[(x) > g(x) dla z € (—00; —1) U (0; 1) 
b) f(z) = g(z) dla z = —1, z = 1; 
f(x) > g(z) dla z € (—1;0) U (0; 1) 

с) f(x) = g(x) dla z = 2; 

Dei > g(x) dla z € 
d) f(x) = g(x) dla z = –1; 

f(z) > g(z) dla z € (~; —1) U (0: 1) 
a)r=—2r=3 b)r=4 

a) f(x) = g(x) dla z = 3; 

f(x) > g(x) dla z € (—00;2) U (3:00) 

b) równanie sprzeczne; 

f(z) > g(z) dla z € (—00; —3) U (—3; оо) 
m=-} 
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15. m=-3,m=3 6. a) 2(V2+1) b) 6(V2+2) e) 8(VŻ+ 1) 


16. a) m € R \ {0} b) nie ma takich m Т. a) 3V2+v6 b) 2(V3+3) c) 3(V3+ 1) 
с) m € (0;1) d) m € (—6;2) 21. a) 9 b) Z +6/3 


17. 


ej 


a) równoległe dla m = 1, 
prostopadłe dla m = —1 


b) nigdy nie są równolegle, 
=4(V3-1y=4V/3 
preetopadłe dla m=0 ida m = b)r=4(V3—1),y= 4V2 


18. a) m=0 b) m € (-242) а) 5(3+2V3) cm b) 3(3+ V2+ v3) cm 
c) m € (1 — 231 + 2⁄9) 5. зу2т, 330 

6. a) 2(3Y2+4) b) 2(V3+3) c) 2V3+3 

T. a) 12 cm b) 80 cm 

8. УЗ cm, 2 cm, 2V3 ст 


2. 24/3 
3. a) z = 2V2, y =4 


e 


Zadania testowe 
1.C 2.D З.А 4.B 5.€ 6.A 7.D 8. C 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 9. 4,5(2 + V3) 
1 a=1,b=-5 10. 24(2V3 — 3) 

2. 11. 3(V6 + 3V2) 

3. 12. a) 2(5+3V5) b) 2(4 + VT3) 

+ 6 13. a) V73 cm, 2VT3 cm 

6. b) 3V7 em, 3V13 cm 

7. 80 km/h 14. a) 5 cm, 12 cm b) 4,8 cm 

Przed maturą z matematyki 15. 8 em i 10 cm 

na poziomie rozszerzonym 16. Suma pól księżyców jest równa 60 ст? 
1. 293 (291) i równa się polu trójkąta. 

2. 618 (z, = 245) 17. a) S(VŻ- 1) b) 4(1 + v2) 

3. 283 (zo = IE) 18. a) 7, 24,25 b) 20, 21, 29 

4. 166 ($ = 1) с) 12, 35, 37 d) 5, 12, 13 

E me G 42. Funkcje trygonometryczne kąta ostrego 
6. (2;3) U (A; oo) 


(2. «060° = XË, cos60' 
tg 60° = уЗ, ctg 60 


3. a) sina = cos8 = 


1. m € (oo; —V3) U (V3;00) 
8. z € (—4; —1) U (2; oo) 


tga=ctg8 = 


b) sina = cos 8 


tga = ctg8 = z, ctga = tg8 = z 
с) sina = cos = 1, 


ES? 


4.1. Trójkąty prostokątne 


[]1. a) 50 b) 3 c) 3VŻ d)4 e) 4 f) У tga = ctgB = 2, ctga = 188 = 2V3 
2. а) z=5 b) == 106 21. a) sina = cos = 2, cosa = sing = $, 


3. а), с), d) jest b) nie jest tga = ctg = 3, ctga = tg8 = š 
4. b) 12(2 + /2) cm b) sin a = cos f 
5. b) 12Y3 cm tga = ctg3 = Д, ctga = tg8 = 2 
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ze 


e 


e 


. c) sina = cos 8 


, około 95 cm 

|. około 12,62 m 

|. około 21,42 m 

а) około 50° b) około 64° 


9. około 2484,48 m 

10. około 91,53 m 

11. a) około 17,17 m lub 64,84 m 
b) około 89,88 m 


т 
cosa = sin = HE, 
tga =ctg8 = 1, ctga=tg8=4 
d) sina = cos8 = 4, 
cos a = sin 8 = МЗ, 4.4. Rozwiązywanie trójkątów prostokątnych 
tga =ctg = е а= tg8= У15 EI. а) V19 cm; około 26°, około 64 
e) sin a = cos 8 = b) 194 cm; około 21°, około 69° 
Ee o с) 53°; około 9,03 ст, około 11,98 ст 
a= ka = l a= WSZ d) 36°; około 5,81 cm, około 9,89 em 
f) sina = cos 8 = 8, 2. a) 3°36' b) 224" dg 

d) 712” е) 25/12" 


сова = sin 8 = У, 
|. а) |C D| = 6,47; 27°30', 35°, 117°30' 


s 
= Fei 

а Да 1 “Ñ i b) |CD| = 7,05; 35°, około 126°, około 19° 

Ragga Ж. ECH EL a) #ВСр = 106*1750", 

tea aga = а а XDBC = 27°28'35”, ВРС = 4671335" 


. a) 10, 24 b) +РАВ = 90°, +АВР = 36°51'5”, 


b) sina = cos XBPA = 53'8'55" 


шо = ctg8 = т. tga = tef = 2. a) 2VT3 cm, około 34°, około 56° 
. sina = cos = FE, b) 5/5 cm, około 8°, około 82° 
cos a = sin 8 = Ke с) 2VAI cm, około 39°, około 51° 
tga = сд = 3, dt = = = 3. а) 8 = 56°, b= 8,9, c= 10,73 
b) a = 24°, a = 4,07, b = 9,14 
tga = ctg = YE 4. Ob = 14,39, Р = 7,69 


a) sina = . сова = 5⁄5, 5. a) około 75°30', około 104°30' 

b) około 53° 

с) około 67°, około 113° 
6. |AB| = 20,88, |AD| ~ 8,09, ОСА ~ 28° 
7. a) 90°, około 53°, około 108*30/, 


około 108730 
. a) około 8 m b) około 9,72 m b) około 42°, około 138° 
a) około 19,96 m b) około 26,43 m 8. około 75°30', około 104°30' 
. а) około 58° b) około 77° lub około 41°, około 139° 
|. około 18,79 m 9. kąty: 60°, około 14°, około 106°, 


bol 3, 3YT3; |ED| = 3⁄8 

10. około 18°30', około 18°30/, około 143°; 
6v2 cm, 2V5 cm, 2v5 ст 

11. około 32° 

12. a) Ob = a(1 + VŽ + VB), 


. а) około 12,59 m b) około 8,81 m kąty: około 35°, około 55° 
. około 197 m b) Ob = &(2 + V2+ уб), 
około 34,33 km kąty: około 35°, około 55° 
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4.5. Związki między funkcjami 
trygonometrycznymi 


[©]2. a) cosa = 


4 


ż.tga=ż,ctiga=3 


b) sina = 5. tga = S.ctga = 12 
с) sina = SE, tga = VTIS, ctga = SE 
d) cosa = 152, tga = ©, ctga = 123 
3. a) sina = 55, сова = 2, ctga = 1 
b) sina = 32, сова = £, ctga = у? 
e) sina = 2, cosa = 2, ctga = 2 
d) sina = 32, cosa = £, tga = 
4. a) cosa 
b) cosa = = 
c) sina , ctga = 1 
d) sina = s 
5. a) sina $ ga =, 


ctga = 
b) sina 


с) сова = 22, ща = 2, ctga 


d) сова = ZE, tga = ZAL, ctga = GL 


e) sina = A 
f) sina = ctga = 
g) sina = Ż, cosa = S. ctga = È 

h) sina = SAL, сова = AL, tga = 3 


2. a) 310 b) 4% 
3. a), d) tak b), e) nie 
a) 2V5 ст, 4V5 cm 
b) 6V13 cm, 9V13 cm 
5. a), c), d) tak b) nie 
a) -1 b) $ 
т. a) m? b) 1 2m? 
c) 1+2mV1-m? d) m + Т m? 
сова = 52, ctga = 2 


b) sina = ZE, сва = PAS, ciga= 2 
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=, tga = 
a tga= R 
10. а) 048 b) —0,2 lub 0,2 

с) —0,296 lub 0,296 


4.6. Funkcje trygonometryczne 
kąta wypukłego 
(E]1. а) 45°, np. (1,1) b) 90°, np. (0,1) 
с) 135', np. (—1,1) 


2. a) |OP| = 5, sina = š, cosa = 3, 
tga = $, ctga = $ 
b) |OP| = 10, sina = 4, cosa = 2, 
tga = $, ctga = Ẹ 
с) [OP] = 2, sina = 4, cosa = Ẹ, 
tga = У, ctga = УЗ 
3. a) sina = 2, cosa = 
ctga A b) sina 
сова = – 0, tga = —3, ctga = I 
4. a) sin0* = 0, cos0° = 1, tg0° = 0 
b) sin 90° 
с) sin 180° —1, tg 180° = 0 
5. sina = У, cosa = ŻA, tga = 3, 
sin(180° — a) = 3⁄2, 


cos(180°—a; 
ctg(180° — a) 


-26, tg(180'—a) = A 


c) sin? a 


ØL a) sin +АОР = 417, 
cos KAOP = — GE, tg XAOP = 
ctg XAOP = -1 
b) sin А00 = 22, cos А00 
‚св А00 = 


. e) sin XAOR = SAL, 
cos XAOR = — SAL, 
tg XAOR = –3, ctg АОК = -4 
a) E b) -4 
јзы a a лы 
. a) уЗ b) 2 c)3-2V3 
. a) —1 b) -3 e) -4v3 4) 2- v3 
e) —1 £) (3+ УЗ) 
6. a) 0,9659 b) 0,2588 el —0,6428 
d) —0,9962 e) —0,7813 f) —0,3057 


zz Se re н 


a 


a) sin? a 


tga 
b) si 


©) sin” a 


° 


. a) sina = ŻE, cosa 


\з 
b) sina = $, cosa 


e) sina = 8 cosa 


Współczynnik kierunkowy prostej 
1. a) 30° b) 60° €) 135° 
2. a) 75° b) 105° 


4.7. Pole trójkąta 
[6] 1. a) 12/7 cm? b) 8/21 cm? 
2. a), b) 120 cm? c) 1893 cm? 
3. a) 3(2 + VŽ) cm b) 112,5 cm? 
4. b) 75V3 cm? 
5. a) 18/3 cm? b) 36V3 cm 
T. a) 15 b) 30V3 e) зуб а) 4,5 
8. a) 12cm b) 6у2 cm el 4v3 em 
[Z]1. a) 252 b) 16/2 cm? 
2. a) 6v3 cm? b) 283 cm? 
d 2/3 cm? 
. a) 6(2\/2 + V10) cm 
b) 30°, 30°, 120°, Ob = 4(2V3 + 3) cm 


ze 


4. P = 24 cm”, Ob = 4(V2+ 2Y5) cm 
5. a) 6/2 

b) P, = 36(V3 — 1), P = 36(3 — v3) 
6. 6, 6, 8 
1. Ob = 5(2+ V3), P = ŻV3 
8. 90° 
9. a) 6, tak b) 4V6, nie с) 12, tak 

d) 3VT5, nie e) 36, tak f) 42, tak 
13. 3 


4.8. Pole czworokąta 


1. hy = 5V3 cm, ha = 3V3 ст, 


Р = 30Y3 ст? 

3. а) 18V2 b) 48 

4. b) 12,5 cm? 

6. a) P = 120 cm?, h = 120 cm 
b) P = 24yŻ em, ДЕ 

т. a) P BT, Ob = 2(8 + VIT) 
b) P =21V5, Ob = 28 
e) P = 10V3, Ob = 2(5Y3 + 4) 
d) P = 18Y5, Ob = 6(V6 + 2) 


01. a) 18 cm? b) 1 cm, 2 cm 


2. b) 15Y2 cm? 

3. b) 8(V + УЗ) cm 

4. a) 0,96 b) 9 em 

5. sina = Š 
ctga = /2 

6. 6(6 + V2) cm 

т. 220/5 ст? 


8. а) 7V3 сш? b) 0,8 


Kä 


= & m 
сова = SÉ tga = 


9. b) 21 

10. 161 m siatki, P, = 188 m?, P, = 512 m? 
11. b) 30 

13. 12,5 cm, P = 24 cm? 

14. 

15. 60°, 120°, ramiona: 2 УЗУ, 


kat 
podstawy: 2 ЗУ, 3 Y3V5 
16. 10/31 = 58,3 [m] 


4.9. Zagadnienia uzupełniające 
2. b)a=vV31+1,b=V3I-1 
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Zestaw powtórzeniowy I 4. a) Ob = 2(11 + 3V3) cm, 
1. 48 dı = 4V7 cm, da = 2V43 cm 


2. sina = ЭЙ, сова = ME, tga 8 + V3) cm, dı = 2V29 ст, 
VAL + 20V3 cm 


Ge 
3 E 
ctga = s pus. бе seps 5, 


š m 
=a = 
3. a) 10, 24, 26 b) SÉ e) 16/7 A OCE 
> Lu 6. 21(3 — УЗ) 
4. a) sin 8 = cosy = 303, тда 
cosp = siny = 301, WEE дт 
к SEP 8. a) sina = $E, cosa = ZE, tga 
'g8=ctgq= PO WIC ctga = 1 b) sina = 7, cosa = 
b) sina = cosy = 203, tga = —4, ctga = —} 
сова =siny= 32, c) sina = 33, cosa 
tga =cigy = 2, ctga = tg7 = $ tga= 
с) sina = cos 8 = 5, cosa = sin = 8, 4) sina = EEN ca = 
tga = свй = 5, ctga = tg8= 12 tga = —3, ctga = -$ А 
d) sin a = cos 8 10. а) ZH Modi Z а) 322 


tga = ctgB = $, ctga = tg ad f)1 g)3-v3 h) -$ 
5. a) сова = ЗУП tga = УП, 12. około 22651 cm, około 17543 em? 


ctga = ЗуЛТ | Zadania testowe 


Maso ez c= LA $P KO D $£ 86 тр 
c) sina = Æ, tga ж aj 8.D 9.B 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 


1. š 
2.72 
3. |AP| = 5,75, |BP| = 2,25 
£ 
PSK 
5. Ob = 28, кі 5; Cosa = #, 
6. a) а = # = 707, а = b= 6,39 cm, ышына A © S 
4,37 cm га NEC: 
cm, e = 120 cm, z 
а= Ве Туа 30 T. 
b == 1,94 em, e = 7,56 cm, 8. około 21,8 m 


Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 
1. 031 (1 — 42) 


Т. a) około 320,26 m b) około 70° 
8. około 6.65 m 


9. a) około 43,6 m b) około 20 minut 2. 164 Ө) 

10. około 829 m з. 382 A5 

Zestaw powtórzeniowy TI 4. P=5,Ob 

1. 6(3 + V3) ст? 5. a) 18(2+ уЗ) Ы cos e = хг 
2. 6 cm, 6V3 cm, 6V3 ст т. b) SE, 2/6, 3E 


HA 366 Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 216-222 


5.1. Okrąg 

1. 45° 

2. ®т ст, Śr em, Śr cm, 27 em 
3. 16 


5 
. jr em 


1. 

2. $r om 
3. 36 cm 
4. 80° 
5. 
6. 


„а)т=-9,т=7 b)z= 

. a) [0102| = 1; 0 b) |0102 
©) [0102| = 3; 1 d) |O,O;| = 

. 12, 12, 24 

8. 2\/5т cm, 6у/бл cm 

9. ra = 1, ra = 4, rc 

10. 2,3,4 


a 


5.2. Koło 
[Ё]1. a) 97 ст? b) Зт em 
2. a) P = 497 cm?, r=7em 
b) ri = 8 cm, rz = 9 cm 
3. a) 307 b) Z e) 27 
4. 20 
5. a) 36(r—2) Ы EES: 
02. а = 
3. Pi Sen Se TWA 
5. a) 27 b) $(m— 1 — V3) 
6. a) [=2V3+ $r, P = 4r - 3V3 
b)l=4+r, P = 4(z — 2) 
с) 1= 202 + z, P = 4(z — 2/2) 
а) $n +4V3 b) $r e) 4(z + 2) 
8. a) 9(V3— 5) cm? b) 3(2r — 3V3) cm? 
с) 6(2r — 33) cm? 


Se 


a 


5.3. Wzajemne położenie okręgu i prostej 
@]2. а) 2V13 em b) 12 cm 

3. a) 28 cm b) 5 cm 

4.a)2 b)3 e) 1 d)4 

5. a) 0 dla r € (0:4), 1 dla r 
2 dla r e (кос) 
b) 0 dla r € (0: 1 
2 dla r € (1:00) 


).ldla r= 1, 


©) 0 dla r € (0; 1 + v2), 
1 dla r = 1 + V2, 2 dla r € (1 + У; оо) 
6. а) 2/7 b) 5 


ØL a) z = -8 lub z =8 


b) z = —5VŻ lub r =5V2 

c) z = —5y3 lub z = 5v3 d) х= 0 
2. 2,5 cm 
3. r +2R+ VIR 


МЗ) e) 12(r—3) 


4. P(-2,—V2I) lub P(—2, V2T) 
lub P(2, -V2T) lub P(2, /21) 
k © 
6. 3V3 cm? 
т. (643 – 8л) em? 
5.4. Kąty w okręgu 
CL a) 60° b) 240° с) 330° 
2. a) 30° b) 60° 
3. a) 165° b) 67,5° e) 51° d) 315° 
6. a) a= 8 = 60°, y = 30° 
b)a = 6 o 
c) a = 120° 240°, y = 60° 


т. а)а=8= 70, у= 20 b)a= 
8 = 40° с) а= 7 5°. 8 = 35° 


= 30, 


1. a) C lub O b) F lub /, 


€) G lub K d) C lub O 


2. a) 30° b) 45° c) 112,5" d) 3,75" 
3. a) a = 23°, 8 = 134° 
b) a =51°, 8 = 102% c) a = 32°, 8 = 64 
4.a)a = 7°, 8 = 37° 
b) a = 113°, 8 = 56°30° 
с) а = 72°, 8 = 36° 
5. a) a = 30°, 8 = 35° b) a = 60°, 8 = 70" 


c) a =50', 8 = 40 
6.a)a=32 b)a=42 c) a = 36° 
7. a) 48° b) 15° 
9. а) т=9 b)r=2V2 c)r=3 
10. 8 cm, 12 cm 
11. a) r=4, P=4V5 


Ъ) = 15, Р= 18 с)г= 12, p= 18 
12. a) 2,14 b) sina = У, a s 41° 
13. 10/13 
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5.5. Okrąg opisany na trójkącie 


3. 
4. a) У cm b) 9z em 

5. a) 10(1 + V2) b) 2(5 +210) 

6. 48 

T. a) 2у5 ст b) 3V10 cm lub V10 cm 
8. 4/3 


9. 55 


x 
10. a) 24 cm” b) 8,125 cm 
21. a) 41cm b) 5 cm e) 3(V2— 1) cm 
2. беш? 
3.9 
а, 48V3 
5. a) 5 em b) 22 em 
6. a) 4VIO(V3 + ЛЗ) em 
b) 4V3(V13 + V10) cm 
ыз 


8. (2,—11) lub (2, —3) lub (2, —1) 
lub (2,7) 


в 
9. 8 


5.6. Okrąg wpisany w trójkąt 
(62. a) вуЗт b) 30V3 
3. 12\/3т cm 
4.a) 1 b)3 
5. a) 24 cm i 26cm b) 6 em i 8 cm 
т. 12 
8. a) 4 b) 222 суа d) A 
9. b) 15, 20, 25 e) r = 5, 
d) т =3, P, = 97; rz = 
10. a) 3 b) £ 
11. a) 2(3 + 2V3), 2(3 + 2V3), 6(2 + v3) 
b) $V3+ 16 
02. а) 12V3 b) 4 
3. a) 2(V3— 1) b) 6r(V3— 1) 
5. 24 
6 
т. 


. a) 87 b) 4,87 
4% 
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r em? b) h = 9 cm, P = 27у3 ст? 


8. 
9. 


10. 


Ha em? 
r = V? cm, |OA| = |OB| = уб cm, 
|OC| =3V2 cm 

4(V3 + 3), 8(V3 + 1) 


5.7. Okrąg opisany na czworokącie 


(83. 
4. 


10. 


a) 120°, 135° b) 80°, 130° e) 30°, 60° 
a) А = 120°, £B = 60°, 4C = 
+D = 120° 


b) ФА = 135°, £B = 90°, +С = 45°, 
*D = 907 
a=8=3%6,7 At 


. a) 10 b) 5 em 
„ a) nie b), c) tak 


a) 347 b) 768 


. a) 367 cm? b) 127 cm? 


. a) 4(4 + V5) cm b) 52 em 


a) 49 b) 7 


. а) 4V3 cm, 2V7 cm b) 10Y3 cm, 12 cm 


103 ст, 273 cm, 2V3 cm, 273 em, 
Р = АтуЗ cm? 


. b) 12,5 cm 
. Ob = 20/13, P = 78 


5.8. Okrag wpisany w czworokat 


øs. 
D 


a) nie b), c) tak 

a) 156 cm? 

b) Ob = 24 cm, P = 24 cm? 
©) Ob = 40 ст, P = 80 cm? 
a) c= 7 cm, P = 21V5 cm? 
b) c=2.5 cm, h = 1,5 em 


80 cm? 


. 2(V2- 1) cm, 2(V/2 + 1) cm 


4. a) P = 52,5, Ob = 35 b) P = 63, Ob = 42 
5. 2(1 + УЗ) cm, 8223 em 


. 1,2 cm 


a) 2: cm? b) 32 cm? 


. 16,8 — 4т 


b) 9z cm? 


5.9. Wielokąty foremne 


. a) 3 b)4 e)5 d)6 e) 7 ns 


g) 9 h) 10 
a) 207 b) 48/3 


5. a) 287 em? 
b) 12 cm, SV3 em 
1. a) 135° b) 144° 
2. a) 6 b) 7 e) 9 d) 10 e) 1 
3. a), b) Fr 
4. R=a 
R r P 
4 cm 2V3 em 243 сш? 
6 cm 3V3 em 5А\/З cm? 
3012 em | 27108 ст 16 cm? 
8V3 ст 12 cm 288V3 cm? 
5. a) 9 
6. ДАВС i AAHG: 22,57, 135°, 22,57 


AACD i AAGF: 22,5”, 112,5”, 45 
ЛАРЕ i AAFE: 22,5°, 90°, 67,5 


Wartości funkcji trygonometrycznych 
kątów: 18°, 36°, 545, 72° 


1. 


a 18 

sin a a 

cosa) +z 
7 

wa | d 

ctga| V54+2V5 

a 54 

sina | 152 

cosa) AE 
т 

tga 1+ 2 


ctga 5- 2v5 


5.10. Twierdzenie sinusów 


E]1. a) y = 75°, a = 4,39 b = 5,38 
b) + = 45°, a = 4v3, b == 10,93 
c) 8 = 90°, a = 6,43, c= 7,66 
d) a = 76°, b = 4,81, c = 2,96 


l. a) 8 я 57,50, y = 42,57, e = 4,8 
b) 8 =90°, ү = 60°, c= 3V3 


21. 


D 


з 


12. 


c) 8 30,5", a © 
d) ж: 44°, a = 76°, a 5,6 
4. a) 3, = 56, 
42 = 26,57, cy = 6, су © 2,7 
b) A = 62°, Ba ~ 118°, yi = 737, 
та RAT, су % 10,8, cz 
с) 8 т, 
72 % 14°, сү X 7,5, су = 2,5 
d) a 217, y ~ 114", са 246 
a) 8 = 75", y = 45° 
b) B= 
a) 92 b) 6/2 
a) c= 7,85, B == 48,5", y © 101,5" 
lub © 2,48, 8 = 131,5, y ~ 18,5" 
b) e = 12,63, 8 = 5: 
lub c= 1,55, 8 = 12 


sin 15° = У 
a) 3(3V2+ 2V3 + V6) = 30,47 [em] 
b) 3(2 + V2+ уб) = 17.59 [cm] 


CENĄ 
a) Sp 


5°, a 14,08 


+ B2 == 123,57, y1 = 93,5", 


33 
+ Ba = 106°, ms 46°, 


us IST 


т 83° 
asf 


с) a == 9,59, a = 49°, y ~ 71° 
lub a = 2,42, a © 11°, y ~ 109° 
d) b= 10,7, a = 14,5, 8 ~ 15,5° 
. а) 22 b)7 
e) 5V3 а) ZE 
e) v3 f) 5,5 
około 22,2 m 
). a) a == 5,18, e = 10, у = 75 
b) a = 49, c =6,7, B = 60° 
с) c = 22,83, 3 = 42 
lub c = 4,99, 8 = 138°, y = 12° 
d) a = 10,35, a © 143,57, y = 16,5 
e) b = 3,5, a = 42°, 8 я 28° 
f) Taki trójkąt nie istnieje. 
- Informacja do zadania: 


y == 108° 


75 = LZ 
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5.11. Twierdzenie cosinusów (1) 
Ela a) c= /39 b) c= VT4+35V3 
с) b=v5 d) a = /29 
4. a) у= 150°, a = 8 = 15° 
b) a = 30°, 8 = 45°, у = 105° 
{@ 1. a) у? b) МЗ e), d) 2V13 
2.a)8 b) луз 
. a) dı = 2V7, da =2V19 b) d, 
da =2V10 e) di = VI, 2 = 7 
d) dy = 2y13, d; = 2Y3T 
4. a) 60° b) 135° 
5. a) а = 30°, 8 = 90°, y 
b) a = 30°, 8 = 45°, y = 105 
6. a) a = 29°, 3 = 4 y= 104,5 
b) a = 22”, 8 = 38°, y =~ 120° 
a) Vf, 3V7 b) V2I, 491 
8. 12V3 + 2V2I 


5.12. Twierdzenie cosinusów (2) 
6] 1. a) |AB| = 3 lub |AB| = 5 
b) Taki trójkąt nie istnieje. 
2. c = 3v2 — V, 8 = 135°, y = 15° 
lub c = 3V2 + v6, £ Gs 
= 6, a = 45°, 7 = 90° 
2V3, a ‚8 = 105° 
З, a ~ 105°, y = 15° 
МЗ, a ss 75°, ү л 457 
= 4, B= 41°, y == 19° 


a 


+, ostrokątny 
|, prostokątny 
rozwartokątny 


=; rozwartokątny 
[Z]1. a) cosy = 1, tak b) cosa = —$, nie 
©) cos 8 = —3, nie d) cosa = 0, nie 


2. а) і RE SA r= 


"зт 


R 
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5. a) 2V19 cm b) 5 cm, 213 cm 
6. a) б cm, 2V7 cm b) 2V7 cm, 213 cm 
7. |PA| = 9,98 m, |PB| = 8,39 m 


5.13. Zagadnienia uzupełniające 
LS 
2. 2,3,6 


6. a) 6,5 ст b) х0 cm 
Zestaw powtórzeniowy I 
La)l-5 b)V3-7 e) 
2.a)a=B=60 b) a = 
c) a = 100°, 8 = 130 
3. 60°, 30° 
4. a) 22,5° b) 67,57 
5. a) 6z(YŻ- 1) b) 127 
6. |AP| =3, |BQ| = 6, [CR| = 10 
8. promień okręgu przechodzącego przez 
punkty A, В, Г 5, 
promień okręgu przechodzącego przez 


J 


é między środkami okręgów: 5 
9. P=5,r=3 
10. £ ст 
11. a) 3,75 cm? b) 6,25 cm? 
12. a) бт, dr b) 16(z — 2) 
с) 8(V2+2YV2+2) 
Zestaw powtórzeniowy II 
1. a/5-2V3, a /5 + 2V3 
T 
з. a) 200 b) 23 
4. а) 32(V2— 1) ст? b) 4V2 cm? 
5. a) Ob = 2(9 + V21), P =20V3 
b) Ob =242+3V2+ уб), P =4(1+ V3) 
6. a) około 1749 m? b) około 926 m? 
7. Ob = 2(4 + VŽ + V6) em, 
dz = 2\/8 + V3 cm 
в. 3V5 
9. а) 10 cm? 
10. ауЗ 
11. a) 10 b) © 


b) 288 cm? 


Zadania testowe 
1С 2.D S.A ¿C 5.B 6.D 
T.A 8.B 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 


6.1. Potęga o wykładniku rzeczywistym 


с) т” = 36,4622 


LISP 3. a) 3. b)5. c) 4. d) 1. 

DECH 4. а) 125 b) 81 c) 25 4) 32 e) 1 

A 0з g)32 №6 

Ae ØL a) SE b) EE e) gi d) 373-3 
ç е) 3% ғ) 37 

Бакара = 2. а) 36 b) 125 c) R d) 1 е)1 

6. 16z(3 — 29) ‹ f) 343 g) 3 h) 64 i) 216 

T. 45°, 135° 3. a) en b) E) c) 3%5-3 

в. 4+ УЗ +2у/3+ /6 Aan dm HE 


EE 4. a) nie b) tak c) nie d) nie 

na poziomie rozszerzonym 5.ajy,z Has e) yz 

1. ln: b)< а), е), d) = 

x 1a)r=-vVŻ Man c) х= у? 

= 6.2. Funkcja wykładnicza 

£ (1. (0,1) 

> Ba) siskuy = faren = ааа — h 
6. b)a=3,b=41,c=3 c) В,С 

т. Фут 4. zielony — f, niebieski — g, czerwony — h, 
Potęga o wykładniku wymiernym ees z Si GR 

1. a) —1024 b) 625 c) аут пй 5 ak sa 


f) 1 g) 1$ №38 i) żę i) mom 
| а) 210 b)2? c) 27 d) 218 dii 
f) 222 g) ks h)25 1) 20 um 
. np. a) 372 b) 515 e) 10° d) 6% 

уте чу? 
„а)ть)# c)4 d) 2 e)4 f) 27 

Юз урур pš 
Wie TR b)3% e) (2) ау» 
e)3* na" 
6. a)y b)y 
. a) z > 0, Zei 
drztüz 
8.a)r>0,y>0,aty" 

Manz 27107! c) ab #0, $ 

d)a >0, Zeg echt 

е) 220,020, 2 f)r>0, y #0, ту 


ГӘ 


e 


= 


я 


a 


b) z > 0, zŠ 


21. 


c) 061 < 0,6? <0,68 < 0,60 < oet z 
а) (0) (4 a < (p< (p 


14) = УЗ, 
b) [(-4) = sk, 1(-3) = а, /(— 
3) = 2, /(3) = 64, ЛА 


„/-})=2, 
10) = а. fú) = z 
16, /(—3) = 8, [(-3) = v2, 
FIO /4)=% 

(- = 


107 8 


4096 £) f(-4) = 
=10*, /(—4) = 0.1, f(3) = 10, 
10°, f(4) = 10° 


1(3) = 
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. a) tak b) tak c) nie d) tak 
3. a) nie b) tak €) nie d) tak 
4. a) f(z) = (ir b) f(z) = (4)* 
e) Ја) = 4° d) f(z) = ($) 
5. a), b) malejąca c) rosnąca 
6. а) 2F <27 < 23 < 25 а 
9 (ф@°< ф`® <) < ф*® 
dei < AS al ah 
d) 9? <y <9 < 90 
. a) 256% > 42 > 326 e > 16% 
b) (> (5)? > h> (> 
> (m) 
а) np. (—2, 3). (0,1), (2,3) 
b) np. (—2,2), (0,1), (2,3) 
e) np. (-3, 4), (0,1), (3,2) 
. а) Hei = g(x) dla z € {0,2}, 
/(®) > g(x) dla z € (—00;0) U (2; oc) 
b) f(z) = g(x) dla z € {0,2}, 
F(x) > g(x) dla z € (—оо;0) U (2; oe) 
с) f(x) = g(x) dla z = 1, 
ei > g(x) dla z € (lioo) 
d) f(x) = g(z) dla z = —1, 
Ziel > g(x) dla z € (—co; —1) 
e) f(z) = g(x) dla z = —1, 
Dei > g(z) dla z € (—оо;—1) 
f) f(z) = 0(2) dla z € [-1,0), 
(з) > g(z) dla z € (оо; —1) U {0} 
10. а) (—ос;0) b) (0:00) 
©) (-00;0) Zë 
її. 23 <е < e 


= 


< (va <9 
6.3. Przekształcenia wykresu 
funkcji wykładniczej (1) 
Ei, a) g(D) = (-2;0), y = -2 
b) g(D) = (о), 
e) g(D) = (2;00), 
2.a)r=1 b)r=-2c)r=1 
3. przesunąć o wektor: a) [4,0] b) [10,0] 
2) [-30] 
4. a) g(D) = (2:00) b) g(D) = (—2;00) 
©) g(D) = (оо) 
5. a), b) malejąca ©) rosnąca 
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ØL. a) f(D) = (0;%),y= 


ŒL a) f(D) = (2; ос), brak miejsc zerowych, 


asymptota: y = 2 b), e) f(D) = (-1:%0), 
fal = 0 dla z = 0, asymptota: у = —1 
d) f(D) = (1; эс), brak miejsc zerowych, 
asymptota: y = 1 

e) f(D) = (-4:%), f(z) = 0 dla 

т = —1, asymptota: 
£) /(D) = (-3;%), Da 
‚ asymptota: у = —3 


dla 


3. a)a=—4 b)a=3 c) a=—16 

4. a) z € (-2;00) b) z € (300) 
©) z € (—00; —2) 

5. a) r € (—oo;2) b) z € (—oo;—1) 
e) z € (—3;oc) 


6. a) fil 
b) f(D/) 
RA 

Т. a) а(х) = 3, g(D) = (—3; оо) 
b) g(z) 7 +2, g(D) 2 


e) (к) = 5"*? +4, g(D) 
. a) f(z) = 0 dla z 
b) f(x) = 0 dla z = 
©) brak miejsc zerowych, f(D) 
d) f(z) = 0 dla z 
e) Hal = 0 dla 
f) f(z) = 0 dla z =3, f(D) = (—ос;1) 


6.4. Przekształcenia wykresu 
funkcji wykładniczej (2) 


"L, (D) = (l;o) 
(2; оо) 


b) /(D) = (0; оо), 
e) f(D) = (0; o), 
2. a) f(D) = (—оо;—1) b) f(D) = (-1;0) 
e) f(D) = (2:3) 
3. a) f(D) = (1;ос), f maleje w (~ 00; 0), 
rośnie w (0; (р) = 
g maleje w (—оо; 0), rośnie w (0;00); 
MI = (1; ос), h maleje w (—оо;2), 
rośnie w (2;00) b) f(D) = (0;1), 
f rośnie w (—oo;0), maleje w (0; оо); 
9(D) = (1;9), g rośnie w (—oc; 0), 
maleje w (0; oc); h(D) = (0;1), 
h rośnie w (—oo; —1), maleje w (—1;oc) 


1. a) D=R, f(D) = 


(0; оо), 8. a) (0.1), (0,2) 
maleje w (—оо; 2), rośnie w (2;00) 
b) D = R. f(D) = (0;00), 

maleje w (—оо: 0), rośnie w (0;00) 
с) D =R, f(D) = (0:00), 

maleje w (—oc;2), rośnie w (2; oc) 
d) D =R, f(D) = (000), 

maleje w (—oo; 0), rośnie w (0; ос) b) (0,2) 
e) D=R, /(D) = (2;3), 

maleje w (0; оо), rośnie w (—00;0) 
f) D =R, f(D) = (-0c; —1), 
maleje w (1; oc), rośnie w (оо: 1) 


е 


. dla obydwu równań: z = 0, z = 3 


> 


|. a) f(x) = g(x) dla z = 1, 
J(=) > g(x) dla z € (оо) 
b) f(z) = g(x) dla r = 


Tel > giel dla z € (—оо;1) 3.a)r<-5 b)z<3 cjr>$ 
с) f(z) = (т) dla z = 1, d)z<3 е)т>0 
f(a) > g(z) dla z € (ос) 0) 1 €(-2;2) g) z € (-3;-1) 
d) sprzeczne, f(x) > g(x) dla z € R h) sprzeczna i) z € \ {1} 
5. a) 0 dla m € (—оо;0), 41.a)r>3 b)r<-2 c) z <1 
1 dla m € (0) U (1; oo), d) z € (—2;2) 
2 dla m € (0; 1) e) z € (—20; —1) U (0; oo) 
b) Y f)rER 
g [ 5. a) z > -2 b) x ER є) sprzeczna 


> DL a)r=-3 b)z=} de D 


ее е dech e) r 


g)r=-i h) 
-5,1=5 b)z= 


1 1) sprzeczne 


e 4. a) z € (—1;5) 
BUZEK ZŻEMIYZEZE 24 b) z € (0:1) 
OI" x c) z € (—3:0) 
5. z€ (0:1) 
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6.6. Logarytm 

1.a)5 b) l e) 0 d) -2 e) —6 
DE EOE BOE: 

2. a) 4 b) -2 c) -3 d)—4 ER: ER 
8)3 b)3 i) -3 3) -4 k) š 13 

4. a) 100 b) 15 e) 10 d) -3 

©)3 f)7 g) 10 MI 

, a) 0,1761 b) 0,0453 

с) 0,2095 d) 0,2253 

. a) 6 b) 9 c) —5 d) —10 e) -3 f) 2 
g) Š b) -5 i) -4 D 4 k) 10 D) + 
m) 2 n)-4 o) 4 p) -2 

2. a) —1 b) —6 e) 7 4) -2 e) —3 f) 3 
g) -3 h) -4 

3.a)9 b)5 c) d)3 e)81 f) $ g)3 
Mi 

| a)3 b) -1 e) 6 а) -4 e) j 012 

. a) $ b) 10 e) –12 d)0 e) 2 f)2 

.a)a=5 b)a=} c)a=4 dja= 1 

. a) b=32 b)b=2 e)b=9 d)b=1 
e)b=8 f)b=} g)b=10* h)b=H5 

8. a) 1 b)-1 c) -1 d)4 e)-} f) -4 

9. a) a > 0, a Z 1, log, a° =3 
b) a > 0, a Z 1, log, $ = 
e) a > 0, a Z 1, log, Ẹ 
d) a # —1, a # 0, a Ż 1, loga *=5 
e) a> 0, aź 1, logyza* =8 


=e mne 


1 
š 
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6.7. Własności logarytmów 
[C]2. Wszystkie równości są prawdziwe. 

3.a)2 b)3 c)3 d)-1 e) 2 

f) -2 g) 1 h)0 i) —3 

4.a) 2 b)-1 с) d) — ej š 
- а) loga 45 b) log 500. c) log 144 
d) log, š 
.a)2 b) -3 e) 1 d)2 
. a) z > 0, loga” b) z > 0, logi 
€) £ # 0, log 10x? d) z > 0, log} ут 
e) z > 0, y > 0, log; 32°y 
f) z > 0, y > 0, log, 22 
g) z > 0, y > 0, loga 3 
h) z Z 0, log żę 
. a) 1 b)16 c) 12 d)3 
„а)0 b) -5 c) -1 d) 34 
. a) 2+p b)p-2 с)2р—2 d) 4p+2 
а) 2p+ q b) 2p+2q e) p- 24 
d)p—q е) 29—3p f) 24-p 

g) p+ 34 b) zp—q 
. a) 19 b) 17 e) 0,1 d) —0,3 e) 0,4 
f) -0,2 g) 0,85 h) 1,6 


=e, 


6.8. Funkcja logarytmiczna 
(1. (1,0) 
2.a)h b) f ein 
4. a) f(z) > 0 dla z € (1: oo), 
f(a) < 0 dla z € (0;1) 
b) f(z) > 0 dla z € (0: 1), 
f(z) < 0 dla z € (1; oc) 
5. a) z € (doc) b) z € (0;4) 
с) z € (8;oo) d) z € (0;8) 
- a) z € (3;00) b) z € (0;3) 
c) z € (ż;00) d) z € (9; oc) 
е) r € (0;3) f) z € (3; c) 
g) z € (5:00) h) = € (0; 
. a) z € (3:2) b) = e€ ( 


a 


h) z € (0; $) U (8; oo) 


EJ 


s 


a 


| a) 


l da= v3 


e) a 


а) (~ 90) b) (о) e) (-1;3) 
10) 


„ a) (—1;0) Ъ)(—3;2) e) (-3:3 


але, оо) b) z € (0; z) 


с) z € (0;4) d) z € (2;00) 


„а)т>{ b)m<0 


€) m € (-%;-1) U (1; oo) 


| a) m € (23) 


b) m € (—3;0) U (0; 3) 


c) m € (—1:0) U (0; 1) Z 


. a) z > 100 b) z > 1000 c) z > 10% 


d) z > 10/9 


8. a) > b) < 


s 


11. 


|. a) z € (4;64) b) z € (2:1) c) z € (1;2) 


d) z € (4:625) е) z € (10 5; 109) 
ze (8; 3) g) ze (2:39) 

h) z € (0; $) Ü (8; oo) i) z € (75:81) 
a)1 b)0 ¢)4 d)-1 


6.9. Przekształcenia wykresu 


@2. 


е 


| a) D= 


funkcji logarytmicznej 
a) р = (109), f(z) = 0 dla z = 2, 
asymptota: т = 1, 
Ја) > 1 dla z € (3;00) 
b) D = (—2: ç), f(z) = 0 dla z = —1, 
asymptota: £ = —2, 
Је) > 1 dla z € (0; ç) 
e) D = (4:00), f(z) = 0 dla z = —3, 
asymptota: z = — 
Ја) > 1 dla z € (-4;-34) 
(2;00), r =2 
b) D= (100), r=1 
c) D=(-2;00), z = —2 
q) D=(-3;%), 3 
e) D= (00), z = 1 
f) D = (—3;eo), z 


2 


4. a), b), c) D = (—00;0) 


5. 


a) D = (0;00) b) D =R \ {0} 
s) D=R\ {0} 


a) Dy = (0;00) 


0 dla m € (~œ; —1) 
(т) = { 1 dla m =— 


2 dla m € (—1; oe) 
b) Dy = (—эс;0) U (0; oc) 


0 dla m € (—оо;0) 
9(m) = 4 2 dla m = 0 


4 dla m € (0; oc) 
c) D =R 


0 dla m € (—20;2) 
g(m) = 4 1 dla m = 


2 dla m € (2;00) 


Aaja b) о} 


я р 


. a) D = (—3;оо), 


l. a), b) D = 
. а) D = (—оо;1) b) D = (оо; —2) 


. a) D = 


b) D = (о), z = 1 

©) р = (200), z = —2 

a) D = (—l;eo), f(z) < 0 dla z € (—1;3) 
b) D = (оо), f(x) < 0 dla z € (3; оо) 


€) D = (2; eo), f(x) < 0 dla z € (2; $) 
d) D = (—3;ос), f(z) < O dla z € (—3;0) 
e) D = (о), 

Tei < 0 dla z € (-2;00) 

£f) D = (15), 


f(z) < 0 dla z € (88; oc) 
(0;oo) e), d) D = (—оо;0) 


e) D = (—so; 1) 

(2:00), Hal = 0 dla z = 3, 
maleje w (2:3), rośnie w (3; оо) 

b) D = (—1;ос), f(z) = 0 dla z = 0, 
maleje w (—1; 0), rośnie w (0; ос) 

s) D=R| (2). 

а) =0dlar=1,r=3, 

maleje w (—00; 2), rośnie w (2: oc) 
d) D=R\{-1}, 

f(z) = 0 dla r = —2, z = 0, 

rośnie w (—оо; —1), maleje w (—1; оо) 
e) р = (—eo;—1) U (цоо), 

f(z) = 0 dla z = —2, z = 2, 

maleje w (—оо; —1), rośnie w (1; оо) 
f) D =R, f(x) = 0 dla z = 0, 
rośnie w (—00;0), maleje w (0; oc) 
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T. a) 0 dla m € (—оо;—4), 
2 dla m = —4, 
4 dla m € (-4;00) 
b) 0 dla m € (2; 0с), 2 dla m = 2, 
4 dla m € (-06;2) 
©) 0 dla m € (-2;2), 
2 dla m € [-2,2), 
4 dla m (00; —2) U (2; oc) 


8. a) z (оо; —3) U (—4;0) Ú (0: 3) U 


U (3; oc) 
b) z € (—co; —2) U (2; oo) 
с) z € (2; —1) U (1;2) 
9.a)r=0,r=3 b)r=l,r=3 
c) r=-1 
10. 


b) ANB 
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6.10. Zmiana podstawy logarytmu 

a) logi b) log, VB c) logyg 121 

d) logo, zzz ©) log} š f) logs 75 

{7]1. a) loga Y3 b) loga + c) log 121 
d) ka” $ e) logz6? f) loga37% 


€) D = RN {0}, /(2) = — log |z] 
d) D = (0:00), f(z) = 
11. a) 1,771 b) 0,613 с) 


6.11. Funkcje wykładnicza 
i logarytmiczna — zastosowania 


[C] 1. yo = 400, po 10 godzinach: 97200 

. a) po 4800 latach b) po 16000 lat 

© 75% po 56 latach, o 87,5% po 84 latach 
a) 5700 lat b) 11400 lat 

. 17100 lat 

a) 8 dni b) 24 dnia 

. 50000 lat 

3. a) 1835 lat b) 13235 lat 

4. 22269 lat 

5. a) około 67% b) około 13% 


6.12. Zagadnienia uzupełniające 

1. a) 1 = logą6 b) r=3 е) z = logg 63 
d) z = logg į} е) z = logis $ 

= log 38 

2 b) 2 = log; 18 c) r=—1 

е)т=-1 

„а)т=2 Ь)т=0 


е 


"BE 


.a)r=0 b)r=0 


a 


= 


ә 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


+ a) z < 6+logs3 b) z< log, 
c) z >2- } log} 10 


4-5 


. a) z <logz $ b) z > logą 625 


с) z < log; 7 d) z > logo, 25 


. a) z < 106380 b) r < —2logy 3 


c)rźl djr>-3 
a) z € (—00;0) b) z € (—2;00) 

c) z € (оо) d) z € (—oo;0) U (2;00) 
e) x € (—1;oo) f) z € (—00; loga 3) 
a) —1 b)2 e) -1 

ajz=-4,z=4 b)r=-l,r=2 
1,2=8 d)z=-3, 
У b) z 


а)т=64 b)z=2 c)z= Í d)z=1 


ajr=l b)z=2 c) z 


,z=10 i)r=2 j)r=2 
a) тє (2,06 b) z € (-2; —3) 

с) x € (8;7) d) ze (1;3) 

a) z € (1; $) b) z € (300) с) z € (1:3) 
d) z € (3;00) e) z € (2 + äer оо) 

f) z e (-V6; —2) U (2; /6) 

a) r €(1;3) b) r € (0; 3) 

©) z €(-1;14) 

a) z€ (33) b) хє (iż 

c) z€ (107%;10) d) z € (0; 1) U (2:00) 

e) z € (1;1)U(4;00) f) z € (3]U(5;00) 
a) z € (0;1) U(4;00) b) z € (1:2) 

©) w € (l;oc) 


12. 


Zestaw powtórzeniowy I 

„а) ЫТ ©) # d) š 

| а) 25 b)4 c) 3 d)3 

a) 1 b)2 e) 20 d) £ 

. a)37* b)3Š c)5% а) 29 

. а) 2511 < 5У5 < 1258 < 25Y5 < 5% 
Mme eich <05< (V? 
с) 3795" < (93) 72 < z<9ł < VAT 

d) 4,57? <0,061<2,5 асул? 

, a) 12,5893 b) 0,1259 c) 0,0126 
d) 0,0013 

1. a) Ја) =4 b) f(z) = 
e) Ла) = (3)“ 

. a) f(D) = (-4:%), f(z) = 0 dla z = 2 
b) f(D) = (2;00), brak miejsc zerowych 
©) f(D) = (2; ос), brak miejsc zerowych 
d) f(D) = (—оо;4), f(x) = 0 dla x = 2 
e) f(D) = (—оо;1), f(x) = 0 dla z = 0 
f) [(D) = (4:00), f(x) = 0 dla r=0 

9.a)3 b) 1 e) -5 d)-3 e) -3 f) 4 

g)6 h) i) š j)S k)2V2 Ip 


zt t "== 


DI 


10. a) 4 b) 8 
11. 


=16 b)r=8 c)z=- Z, r=% 
—64, z = 64 
36 b) z = 9 e) z = 100 d) z = 10 


Zestaw powtórzeniowy II 

1. a) 81 b) 20 c) 12 

2. a) 15 b) —2 да 81 

3.a) z > 0. y Z 0, Z 
b)r>0,y>0, Г) 


c)a#0,b>0, z 4)т>0,у>0,ту 
4.a)r b); 
5. a) g(z) = —2*, g(D) = (—00;0) 


b) g(z) = DI ' — 1, (Р) = (оо) 

. a) z € (l;oc) b) z € (3:6) 

7. a) maleje w (—00; 3), rośnie w (3; ос) 
b) maleje w (—оо;—1) i w (0;1), 
rośnie w (—1;0) i w (1; ос) 

с) rośnie w (—оо;0), maleje w (0:00) 
d) maleje w (—06: 1), rośnie w (1; oc) 


s 


Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 320-325 


7. e) maleje w (1;2), rośnie w (2:00) 
f) maleje w (—оо;0) i w (1;2), 
rośnie w (0; 1) i w (2;00) 

8. a) D = (—оо;1), f(z) = 0 dla z = 0 
b) D = (—оо;—1) U (1: oo), 


f(x) = 0 dla z = — 2, z = VŽ 
c) D=RN[-3),. 
(a) =0 dla r=-2,r=-1 


d) D =R, f(z) =0dlaz=-1,z=0 
e) D = (—œ; 1) U (4; оо), 
(a) = 0 dla z = SF, z = YB 
f) D=R\ {+1,1}, 
(e) =0 dla z ln if 
. а) D = (0; 1) U (1; oç) 
b) D = (0; 1) U (1: oc) 
©) D =R \ {-1,0,1} 
10. a) z € (—00;—3) b) z € (—ос;2) 
с) z€ (4;оо) d) z € (0; 3) 
e) x € (—co; —1) 
f) z € (-00; —1) U (1;оо) 
11. a) m € (3;00) b) m € (1;2) 
©) m € (3; oo) 
12. a) m € ) 
b) m € (2: oc) 
©) nie ma takiego m 
13. a)r=2 b)r=3 c) z= 
14. a)r<2 b)r>4 c)r<-1 
d)r>3 e)r>-3 f)r<- 
15. a) /(-1)=2 b) /(8) =1 
16. а) r=4 b) z = 1024 e) z = 16 
17. a) 10532 b) logą5 el log; 16 d) log, £ 
18. a) 9 b) 2V2 e) O 
19. a) 


mm 380 ` Odpowiedzi do ćwiczeń i zadań, str. 325-330 


Zadania testowe 
LB 2.D $C 4С 5.D 6.B Т.А 
8.C 9.B 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 
1. 10 

2. 6 

3.a=4 

6. 1021 

Т. |PQ|=2 


Przed maturą z matematyki 
na poziomie rozszerzonym 
La=Ẹ 


> 


. maleje w (—00; — 1), rośnie w (—4;0), 
9(z) < 2 dla z € (-1;— 5) 
5. b) 


a 
m 


Indeks 


algorytm Hornera 110 

asymptota 120 
hiperboli 128, 131 
pionowa 120, 128, 129 
pozioma 120, 128, 129 


cosecans kąta 187 
cosinus kąta 185 
cotangens kąta 185 
czworokąt 
bicentryczny 255 
wypukły 248 


długość 
łuku okręgu 224 
okręgu 224 
dwumian 52 
Newtona 68 
działania na potęgach 286 
dziedzina naturalna funkcji 152 


elipsa 42 


funkcja 
homograficzna 127 
logarytmiczna 305 
wykładnicza 289 
wymierna 153 

funkcje trygonometryczne 
kąta ostrego 185 
kąta wypukłego 200 


hiperbola 120, 127 
równoosiowa 131 
hiperbole sprzężone 131 

hiperboloida 136 


iloczyn pierwiastków równania 
kwadratowego 27 
iloczyn potęg 
o tych samych podstawach 286 
o tych samych wykładnikach 286 
iloraz potęg 
о tych samych podstawach 286 
o tych samych wykładnikach 286 


jednomian 
stopnia n 52 
zerowy 52 

jedynka trygonometryczna 194 


kąt 
między styczną a cięciwą okręgu 237 
środkowy w okręgu 224, 235 
wpisany w okrąg 235, 236 
konstrukcja 
dwunastokąta foremnego wpisanego 
w okrąg 274 
pięciokąta foremnego wpisanego 
w okrąg 274 
stycznej do okręgu 234 
sześciokąta foremnego wpisanego 
w okrąg 274 
wspólnej stycznej do dwóch okręgów 
rozłącznych zewnętrznie 234 
krzywa łańcuchowa 41 
kwadrat 248 


liczba 
e 291, 308 
т 224 
logarytmowana 299 
pierwiastków równania 
kwadratowego 10 
logarytm 299 
dziesiętny 300 
naturalny 308 


metoda bisekcji 109 
metody przybliżone rozwiązywania 
równań wielomianowych 108 


najmniejsza wartość funkcji kwadratowej 
w przedziale domkniętym 35 

największa wartość funkcji kwadratowej 
w przedziale domkniętym 35 


logaryt: 
wykładnicza 297, 321 
wymierna 148 


Indeks 361 mama 


odcinek koła (kołowy) 228 
odcinki w trapezie 2 
odległość punktu od prostej 230 
okrąg 42 

dopisany do trójkąta 273 
okręgi 

przecinające się 225, 231 

rozłączne 225, 231 

rozłączne wewnętrznie 225 

rozłączne zewnętrznie 225, 231 

styczne 225, 231 

styczne wewnętrznie 225, 231 

styczne zewnętrznie 225, 
oś symetrii hiperboli 121 


parabola 42 
paraboloida obrotowa 63 
pierścień kołowy 227 
pierwiastek 
dwukrotny wielomianu 93 
jednokrotny wielomianu 93 
k-krotny wielomianu 93 
równania kwadratowego 10 
wielomianu 74, 85, 88, 90 
podstawa logarytmu 299 
podstawowe twierdzenie algebry 69 
pole 
koła 227 
rombu 209 
równoległoboku 209 
trapezu 210 
trójkąta 205, 206, 208 
trójkąta opisanego na okręgu 245 
trójkąta równobocznego 205 
trójkąta wpisanego w okrąg 242 
wycinka koła (kołowego) 227 
postać 
iloczynowa funkcji kwadratowej 12 
kanoniczna funkcji homograficznej 128 
ogólna funkcji homograficznej 127 
potęga potęgi 286 
promień 
okręgu opisanego na trójkącie 
równobocznym 240 
okręgu wpisanego w trójkąt 246 
okręgu wpisanego w trójkąt 
równoboczny 244 


Indeks 


promień 
wewnętrzny pierścienia kołowego 227 
zewnętrzny pierścienia kołowego 227 
prostokąt 248 
punkt 
Fermata 217 
styczności 225, 2 


ramię 
końcowe kąta 199 
początkowe kąta 199 
romb 248 
rozpad promieniotwórczy 317 
rozwiązanie trójkąta 191 
równanie 
dwukwadratowe 17 
elipsy 42 
hiperboli 131 
logarytmiczne 322 
okręgu 42 
wielomianowe 74 
wykładnicze 296, 320 
równoległobok 248 
różnica 
n-tych potęg liczb rzeczywistych 66 
sześcianów 65 


schemat Hornera 110 

secans kąta 187 

siatka znaków 105 

sieczna 
okręgu 230 
paraboli 21 

sinus kąta 185 

skala logarytmiczna 313 

stopień 
iloczynu wielomianów 60 
jednomianu wielu zmiennych 59 
sumy wielomianów 55 
wielomianu 52 
wielomianu wielu zmiennych 59 

styczna do okręgu 230 

styczna do paraboli 21 

suma 
pierwiastków równania 

kwadratowego 27 

sześcianów 65 

szerokość pierścienia kołowego 227 


sześcian 
różnicy 64 
sumy 64 


środek 
okręgu dopisanego do trójkąta 273 
okręgu opisanego na trójkącie 240 
okręgu wpisanego w trójkąt 244 
symetrii hiperboli 121 


tangens kąta 185 
tożsamość trygonometryczna 194, 196 
trapez 248 
równoramienny 248 
trójka pitagorejska 184 
trójkąt 
Herona 208 
Pascala 68 
trójmian 52 
twierdzenie 
Bózouta 85 
cosinusów 266 
o logarytmie iloczynu 302 
o logarytmie ilorazu 302 
o logarytmie potęgi 303 
o odcinkach stycznych 231 
o pierwiastkach całkowitych 
wielomianu 88 
o pierwiastkach wielomianu 
stopnia n 94 
o pierwiastkach wymiernych 
wielomianu 90 
о reszcie z dzielenia wielomianu 
przez dwumian 84 
o siecznych 275 


twierdzenie 

o stycznej i siecznej 275 

o zmianie podstawy logarytmu 314 

odwrotne do twierdzenia 
Pitagorasa 181 

Pitagorasa 180 

Ptolemeusza 252 

sinusów 261 


układ równań drugiego stopnia 42 


wielokąt 
foremny 257 
wklęsły 248 
wypukły 248 
wielomian 52 
stopnia n 52 
wielu zmiennych 57 
zerowy 52 
współczynnik 
jednomianu 52 
kierunkowy prostej 204 
wielomianu 52 
wycinek koła (kołowy) 227 
wyraz wolny wielomianu 52 
wyrażenie 
wymierne 137 
wymierne dwóch zmiennych 169 
wzory Viëte'a 27 
wzór 
Cardano 92 
dwumianowy Newtona 68 
Herona 208 
wzrost wykładniczy 317 


Indeks 383 wam 


Tablice wartości funkcji trygonometrycznych 


a | sina 
0° 0,0000 
1° | 0,0175 
2 | 0,0349 
3° | 0,0523 
4 0,0698 
5° | 0,0872 
6 | 0,1045 


28° 0,4695 
29° | 0,4848 
30° 0,5000 
31° 0,5150 
32° | 0,5299 
33° 0,5446 
34 0,5592 
35° 0,5736 
36° 0,5878 
37 0,6018 
38° 0,6157 
39° 0,6293 
40° 0,6428 
41° 0,6561 
42° 0,6691 
43° 0,6820 
44° 0,6947 


cosa 


tga 
0,0000 
0,0175 
0,0349 
0,0524 
0,0699 
0,0875 
0,1051 
0,1228 
0,1405 
0,1584 
0,1763 
0,1944 
0,2126 
0,2309 
0,2493 


0,4040 
0,4: 


ctga 


a 


0,6157 
0,6018 
0,5878 
0,5736 
0,5592 


0,4540 
0, 4 
0,4226 
0,4067 
0,3907 
0,3746 


0,2419 
0,2250 
0,2079 
0,1908 
0,1736 
0,1564 
0,1392 
0,1219 
0,1045 
0,0872 
0,0698 
0,0523 
0,0349 
0,0175 


1,1106 
1,1504 
1,1918 
1,2349 
1,2799 
1,3270 
1,3764 
1,4281 
1,4826 
1,5399 
1,6003 
1,6643 
1,7321 
1,8040 
1,8807 
1,9626 
2,0503 
2,1445 
2,2460 
2,3559 
2,4751 
2,6051 
2,7475 
2,9042 
3,0777 
3,2709 
3,4874 
3,7321 
4,0108 
4,3315 
4,7046 
5,1446 
5,6713 
6,3138 
7,1154 
8,1443 
9,5144 
11,430 
14,301 
19,081 
28,636 
57,290 


0,8693 
0,8391 
0,8098 
0,7813 
0,7536 
0,7265 
0,7002 
0,6745 
0,6494 
0,6249 
0,6009 
0,5774 
0,5543 


n Twoje mocne strony 


Podrecznik MATeMAtyka 2 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spójny i przystepny 
sposób wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzieki niemu lekcje w szkole sa 
ciekawe, a jednocześnie pozwala on na efektywną samodzielną naukę w domu. 


Czytelny układ 

Przejrzyste wprowadzenia nowych treści, 
przykłady, proste ćwiczenia i ułożone 
zgodnie ze wzrastającym stopniem 
trudności zadania tworzą czytelny 

układ każdego tematu. Ułatwia to pracę 
na lekcjach i w domu. 


Pomocne sekcje 

Warto powtórzyć pomagają lepiej przygotować 
się do kolejnych lekcji. Warto wiedzieć 
uzupełniają i rozszerzają treści z lekcji. 


Różnorodne formy przekazu 

Ciekawe infografiki i Zagadnienia uzupełniające 
urozmaicają pracę na lekcjach i zachęcają 
uczniów do samodzielnych poszukiwań. 


